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hương I. HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 
PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 


§1. Hàm số lượng gióc 
A. KIẾN THỨC CÂN NHỚ 
1. Hàm số sin 
Hàm số y = sinx có tập xác định là R và 
—l <sinx <], VxeR. 
y =sinx là hàm số lẻ. 
y = sin x là hàm số tuần hoàn với chu kì 2m. ' 


Hàm số y = sinx nhận các giá trị đặc biệt : 


e snx =0 khi x = km,kcZ. 
. . 7 
® sinx =1 khi x= - + k2m,k € Z. 


® sinx =-—Ïl khi x=—2 + 2n, k € Z, 


Đồ thị hàm số y = sinx (H.1): 


Hình ï 


2. Hàm số côsin 
Hàm số y = cosx có tập xác định là IR và 
—l <cosx <1, VxeR. 
y = cosx là hàm số chẵn. 
y = cosx là hàm số tuần hoàn với chu kì 2m. 
Hàm số y = cosx nhận các giá trị đặc biệt : 
mẽ 
®e cosx = Ô khi x=sr†kn,keZ. 


® cosx = Ì khi x = k2n, ke Z. 
® cosx = —l khi x = (2k + l)n, k e Z. 
Đồ thị hàm số y = cosx (H.2) : 


Hình 2 


3. Hàm số tang 


NV sinx 
Hàm số y = tan x = 
COS X 


có tập xác định là 


D=R|5 + in, k € |. 
y = tan x là hàm số lẻ. 
y = tanx là hàm số tuần hoàn với chu kì m. 
Hàm số y = tan x nhận các giá trị đặc biệt : 


e tanx =0 khi x =kn,ke Z. 


se tanx =1 khi x=.+kP kc.Z. 


® tanx = —l khi x= =2 + km, k€ Z. 


Đồ thị hàm số y = tanx (H.3) : 


Hình 3 


4. Hàm số côtang 


` : COSX „ Làng àY 
Hàm số y = cotx = sìn có tập xác định là 
x 


D=R\`vÍkn,keZ}. 
y = cotx là hàm số lẻ. 
y = cotx là hàm số tuần hoàn với chu kì mr. 


Hàm số y = cot x nhận các giá trị đặc biệt : 


* cotx = Ú khi x =5 + Én, & € Z, 
: T 
® cotx =1 khi x =7 + kn, ke. 


® cotx = —1 khi x = =2 + km, ke7. 


Đồ thị hàm số y = cotx (H.4) : 


Hình 4 


B. VÍ DỤ 


Tìm tập xác định của các hàm số 


a) y= sin3x ; 


c) y=cosAx ; 


Giải - 
a) Đặt r = 3x, ta được hàm số y = sin/ có tập xác định là D = IR. Mặt khác, 
eR<© x=ã e 1R nên tập xác định của hàm số y = sin3x là.' 
b) Ta có : e Resxz0. Vậy tập xác định của hàm số y = cos^ là 
D=R$|0). 


c) Ta có x eR«>x>0. Vậy tập xác định của hàm số y = cosAx là 
D=[0; +e). 


đ) Ta có 


t3 cReL!Ý>0œ-1<x<l. 
l—x l—x 
CC ĐT x ;- JI+# 
Vậy tập xác định của hàm số y = sin P là D=[_-I;]) 
© Ví dụ 2 
Tìm tập xác định của các hàm số 
3 mm" ¬ 
a) y= 2cosx' b) y= col2y =) › 
©) — €OEX `, đ)y= |sin x + 2 
””Ssx-T1 ` 7*“Wcosx+T 


Giải 


xác định khi và chỉ khi cosx z 0 hay x z5 


` ¿ 3 
a) Hàm số y = 2oosx 


+kn, keZ. 
Vậy tập xác định của hàm số là 


D=1\ 5 + km, ke Ì, 
¬ẰĂ- xì Tai ¬ 
b) Hàm số y = col2x ~1) xác định khi và chỉ khi 2x ~3 # ktU, ke 2 


7t 7t 
hay xzc+k2,keZ. 


Vậy tập xác định của hàm số y = col2x _ -) là 


D=R{E + k2, kcZ|. 


¬ COf X 
c) Hàm số y =————— 
COS # 


Tà, sinx #0 x#kmno,ke 2 
¬T xác định < 


cosx # Ï x # k2n,kece 2. 


Tập {k2n,& e Z} là tập con của tập {kn,kZ} (ứng với các giá trị & 


chắn). Vậy tập xác định của hàm số = là 
COSx —[. 


D=R\ lkn, k e Z}. 


2 inx + 2 
d) Biểu thức —— luôn không âm và nó có nghĩa khi cosx + 1 z 0, hay 


cosx # -l. Vậy ta phải có x # (2k + l)w, k e Z, do đó tập xác định của 


lsi +2. 
hàm số y = Tra là 


D=R\Í{Qk + Dn, ke 2}. 


e Ví dụ 3 - 
Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số : 
a) y=2+3cOSx ;- b) y=3— 4sinˆxcos2x h 
| 2 
c) vn, đ) y = 2sin x — cos2x. 
Giải 


a) Vì —]1 < cosx < l nên -3 < 3cosx < 3, do đó —1 < 2 + 3cosx < §. 
Vậy giá trị lớn nhất của hàm số là 5, đạt được khi cosx = ] 

© x= 2k, k e Z2. 

Giá trị nhỏ nhất của hàm số là —1, đạt được khi cos x = —l 


Ẩ© x= (2k + ln, ke Z. 


b)y=3- 4sin? xcos? x = 3— (2sin xcos x)” = 3 — sin? 2x. 


Ta có 0 < sin“2x < 1 nên —1 < -sin22x < 0. 


Vậy 2<y<3. ` 


Giá trị nhỏ nhất của hàm số là 2, đạt được khi sin? 2x = I 


© sin2x = +] ©@ 2x = +2 + k2n keZ © x= +7 + Âm, ke 2, 


Giá trị lớn nhất của y là 3, đạt được khi sin” 2x = 0 
© sin2x =0 © 2x = km ke Z © x= k2, ke 7. 


1 ,1+Á4cos”x 


c) Vì 0 < cos” x < I nên ——=. 


Giá trị nhỏ nhất của y là —, đạt được khi cosx = Ö ® x= 5 + kn, k e 2. 


31 

Giá trị lớn nhất của ylà à đạt được khi cos” x =1 
«© cosx = + © x = kn, ke Z. 

d) y= 2sin? x — cos2x = l~2cos2x. 

Vì —l < cos2x < ] nên -2 < —2cos2x < 2, 

do đó —l < 1— 2cos2x < 3. 

Giá trị nhỏ nhất của y là —1, đạt được khi cos2x = Í 
© 2x=2kn ke 2Z © x=knu ke 2. 


Giá trị lớn nhất của y là 3, đạt được khi cos2x = —l 


© 2x = (2k + l)n, ke Z ©œx=5 +ửn, ke Z, 


e Ví dụ 4 
Xác định tính chẩn, lẻ của các hàm số 
l+cosz 
= xCOS3x ; b) y= ) 
a) y= xeos3x ` )} l1— cosx 
3. x3 —sinx 
c€) y=x sm2x ; d) y= 


Giải 


a) Kí hiệu ƒ(x) = xcos3x. Hàm số có tập xác định D = RR. 


Ta có với x e Ð thì -x e D và 


ƒ(_-*) = (—x)cos3(—x) = —xcos3x = — (+). 
Vậy y = xcos3x là hàm số lẻ. 
b) Biểu thức ƒ(+) = L€2ŠX xác định khi và chỉ khi 
l—cosx 
cosx # Ì © x # 2kn, ke Z2. 
Vậy tập xác định của hàm số y = _- là D=R` {2kn, k< 2). 


Với x e D thì -x e D và ƒ(—x) = ƒŒx). 


Do đó hàm số đã cho là hàm số chấn. 


c) Tập xác,định Ð = R, do đó với x e Ð thì -x e Ð. Ta có 


ƒ(-x) = (—x) sin2(—x) = xÌsin2x = ƒŒ). 


Vậy y = xÌsin2x là hàm số chắn. 


x?~ SIHIx 


d) Biểu thức ƒ(x) = cos2x 


có nghĩa khi và chỉ khi cos2x z 0 


©2x#2+Ên, k c7 c> x# 2+ k2, ke 7, 


2 
Vậy tập xác định của hàm số là 


D=R\ |T + k2, ke 


4 2 
- —x) +sỉnx 
Với x e ÖÐ thì -x e D và ƒ(-x)=—————— 
cos2x 


| 


=-ƒ(x), do đó hàm số 


® Ví dụ 5 


* 


2 


a) Chứng minh rằng cos (+ + 4km) = cos—~ với mọi số nguyên k. Từ đó 


~ ^ . ` ˆ“ x 
vẽ đổ thị hàm số y = cos—~ ; 


2 , 


x 
cos~I. 
2 


b) Dựa vào đồ thị hàm số y = Co, hãy vẽ đồ thị hàm số y = 


Giải 


a) Ta có cos2 ( + 4km) = co|Š + 2x] = cosv với mọi k e Z2, do đó hàm 


* 


SỐ y= C052 


tuần hoàn với chu kì 4z. Vì vậy ta chỉ cần vẽ đồ thị của hàm số 


* : ¬ kg. ¿ 
y= C0SZ trên một đoạn có độ dài 4z, rồi tịnh tiến song song với trục Óx các 


đoạn có độ dài 4r ta sẽ được đồ thị hàm số y = CoSS. 

Hơn nữa, vì y = cosS là hàm số chẵn, nên ta chỉ cần vẽ đồ thị hàm số đó 
-~Z“ 

trên đoạn [Ô ; 2z] rồi lấy đối xứng qua trục tung, sẽ được đồ thị hàm số 

trên đoạn [—27 ; 21m]. 


Đồ thị hàm số được biểu diễn trên hình 5. 


Hình 5 
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. : . 
C€OSs—, nếu cos— > 0 
2' 2 


b) Ta có 


cosỐ 
: 3 ế 3 <0 
—COS—, nñỀU COS— R 

2” 2 


lã 
2 ` ` 
phía trên trục hoành và lấy đối xứng qua trục hoành những phần đồ thị nằm 


X 
cos2| (H.6). 


Vì vậy, từ đồ thị hàm số y = cos~ ta giữ nguyên những phần đồ thị nằm 


phía dưới trục hoành, ta được đồ thị hàm số y = 


y y =kcos2| 


C. BÀI TẬP 


1.1. Tìm tập xác định của các hàm số 


2x * 

=COS—— ; b) y =tan~ ; 

a) y C081 )y an2 
c) y=cot2x ; d) y=smn 2 . 
x m] 


1.2. Tìm tập xác định của các hàm số 


Aa) y=Ncosx +] ; b)y=————_: 
_ SIR“ X— COS“ x 
2 


€)È Yy=——————; 
7 COS x — COS3x 


d) y=tanx + COI +. 


»> 


1.3. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số 


a) y=3— 2lsinxỈ ; b) y= cosx +oo[z -5) : 
ì 


12 


2 


x+2co0s2x ;.. d)y= A5 — 2cos” xsin” x. 


1.4. Với những giá trị nào của x, ta có mỗi đẳng thức sau ? 


C) y=COS 


1 ] 
a) = COLX ; b) ——— = coS” x ; 
_ tanx 1 + tan” x 


l 
—2 =l+cotÊx ; đ) tan x + cotx = — 2x 
Sin“ x SII <X 


c) 


1.5. Xác định tính chắn lẻ của các hàm số 


hs... b) y=x_—sInx ; 


€) y=wvl-cosx ; d) y=l+ cosxsin|E - 2x] 


2 
1.6. a) Chứng minh rằng cos2(x + k7) = cos2x, & e Z. Từ đó vẽ đồ thị hàm số 
y = CO0S2x. 
b) Từ đồ thị hàm số y = cos2x, hãy vẽ đồ thị hàm số y = Ìcos2xÌ. 


1.7. Hãy vẽ đồ thị của các hàm số 


a) y=l+sinx ; b) y=cosx_—l; 
c) y= snz = 5) ; ® y= co x + :) 
1.8. Hãy vẽ đồ thị của các hàm số 
T T 
a) y=tn[ x3 T) b) y= colÍx= 


§2. Phương trình lượng giớc cơ bản 


A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


1. Phương trình sinx = ø (1) 


e la| > 1 : phương trình (1) vô nghiệm. 


e |a| <1 : gọi ø là một cung thoả mãn sinø = a. Khi đó phương trình (l) 
có các nghiệm là 


= 
II 


ơ + k2n,_ keZ 
VÀ x=7t— đ + k21, ke2. 
Nếu ø thoả mãn điều kiện =5 <ø< 5 và sinœ = a thì ta viết œ = arcsin4. 
Khi đó các nghiệm của phương trình (1) là 
Xx = arcsina + k21, keZ 
Và x = 7 — arcsina + k21, k2. 
Phương trình sin x = sin Ø@” có các nghiệm là 
x= Ø° +k3609, keZ 


và x = 180° - Ø°.+ k3607, k2. 


Chú ý. Trong một công thức nghiệm, không được dùng đồng thời hai đơn vị độ và radian. 
Phương trình cos x = a (2) 


e la| > 1 : phương trình (2) vô nghiệm. 


e la|<1 : gọi œ là một cung thoả mãn cosø = a. Khi đó phương trình (2) 
có các nghiệm là 


x = ‡ư + k2n, k c Z. 


Nếu zø thoả mãn điều kiện 0 < ø < rø và cosø = a thì ta viết œ = arccoSđ. 
Khi đó nghiệm của phương trình (2) là 


x = #+arccosa + k2mr, k e Z. 
Phương trình cosx = cos đ” có các nghiệm là 


x=+#+/Ø° +k360°, ke Z. 


3. Phương trình tanx = øz (3) 
Điều kiện của phương trình (3) : x # +1 kn, k c7. 


¿ ¬ 7 LAI ¬ - 
Nếu ø thoả mãn điều kiện ~5 <ứ< 5 và tan œ = a thì ta vIết œ = arctan a. 


Lúc đó nghiệm của phương trình (3) là 


x =arctana + km, k e Z. 
Phương trình tan x = tan ” có các nghiệm là 
x= Ø° + kI80°, ke Z. 


4. Phương trình cotx = z (4) 


Điều kiện của phương trình (4) là x # km, k e Z. 


Nếu ø thoả mãn điều kiện 0 < ø < œ và cotø = a thì ta viết œ = arcCot 4. 
Lúc đó nghiệm của phương trình (4) là 


x =arccota + km, k e Z2. 
Phương trình cot x = coi đ có các nghiệm là 


x= Ø°+kI80°, ke Z. 
B. VÍ DỤ 


Giải các phương trình 


v3 


a) sinx= —~ ; 


c) sin(x - 609) = 3 ; 
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Giải 


3 n( =5] 
a) Vì _—— sin —3 nên 


sinx = —YÝŠ « sin = SĨ T] 
= 2 x =Súm 3} 


Vậy phương trình có các nghiệm là 


x=-a + k2n, ke Z 


T7 


3 


4n 


3 + k2m, ke 2. ., 


và x=m-| )+2tx= 


b) Phương trình sin x = h có các nghiệm là 


x arcsin-L + 2kn, ke Z2 


4 
VÀ x=7t— arcsin + + k2, kceZ. 


| 


c) Ta có 2= sin30°, nên 


sin(x — 609) = _ © sin(x — 609) = sin 309. 


x—60° =30° + k360°, ke Z 
x—60° = 180” - 30” + k360°, k Z 
Vậy phương trình có các nghiệm là 
x=90° +k260°, k e Z 


và x = 2102 + k360°, ke Z. 
d) Ta có 
sin2x = —1 (giá trị đặc biệt). 
Phương trình có nghiệm là 
2x =S +2n keZ 


hay x= ST +Ên, k7, 


e Ví dụ 2 
Giải các phương trình 


7 2 
a) co32 — s) =—-—; b) cos(x — 2) = s” 


đ) (1+ 2cos x)(3 — cosx) = Ö 


c) cos(2x + 509) = 3 ; 


Giải 


a) Vì 2 = cos TT nên cos|l3x -5) = _x2 


© cos[3x — :) = cos TT 
6)~ 4 
7 3n 
——=+d+—.- 
<> 3x 6 T+ k2, ke. 
7 „31 
=—=‡— k 
©<> 3x cÝ Ậ + k2n, ke 2Z 
3x = TS +k2n ke 7 x= se? = keéZ 
> = > 7 2 ` 
T T 
3x = =5 + k2n, ke Z x=~ac+k-—,kecZ. 


b) cos(x =2) = 2 © x—2 = #ãmccos2 + k2m, keZ 
= X=2 + aceosS + k2m, kel. 
c) Vì 3 = cos60° nên 
cos(2x + 500) = 3 © cos(2x + 509) = cos60° 


© 2x+50” = +60 + k360”, k e Z 


© 2x = -50°9 +60° + ¿360°, ke Z 
2x = -50° - 60° + k360°,k e Z 
x=5°+kI80°,keZ 

‹> 
x=-55° +k1809,keZ. 


2. BT ĐS&GT 11 -A 17 
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đ) Ta có 


1 
(1+ 2cosx)(3 - cos x) = 0 © + 2cosx =0 COS x 5 
3 —cosx = Ô 


| : 
Phương trình cosx = ~5 có các nghiệm là 


x= + +k2m ke 7 


còn phương trình cosx = 3 vô nghiệm. 


Vậy các nghiệm của phương trình đã cho là 


x= kế + k2n, ke 2, 


e Ví dụ 3 
Giải các phương trình 


a) tan2x = tan ; | b) tan(3x - 309) = -—— ; 


x x 
đ) (2 — 1|seš + ) =0. 


c) co|4x | = 13 ; 


b) tan(3x —- 309) = = © tan(3x — 30) = tan(—30) 
© 3x - 309 = -309 + k180°,kc Z 
«© 3x = k1§0°,ke Z 


«© x= k60°, ke Z. 


2. BT ĐS&GT 11-B 


c) col4x— 2) = 3 > cot4x -5) = coL~ 


6 6 
71L TU 
©4x-c=c+kmkeZ 
hi hi Hi 
©4x=-s+kn,k<2 ©x=iz†kT,keZ. 
¬-= ,X vs. X* _ . 
d) Điều kiện : sin+ z 0 và sim z 0. Khi đó ta có 
X X 
[e2 — 1|cet3 + ) =0 
cot2 =I=0 coLT = ] 
c© c© 
cotZ+1=0 cotỄ: = —l 
2 
3=a+Ên,keZ x = TT + kân, k €7 
=> => 
X T Hi 
2z“ ~a†kmkce# x=~z+k2n, k4. 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện. 
Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 


x= tiên, k€Z 


và x= 5 + k2n, ke 2, 


e Ví dụ 4 
Giải các phương trình 


a) sin2xcotx = 0 ; b)- tan(x — 30)cos(2x — 1509) =0 ; 


c) (3tan x + V3)(2sin x — 1) =.0. 
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Giải 
a) Điều kiện của phương trình sin2xcot x = Ö Œ) 
là sinx # 0. 
Ta biến đổi phương trình đã cho 


: COS x 
(1) © 2sInxcosx.— = 
Sinx 


© 2cos?x =0 
T 
Ằ© cosx=0Ú= x=s+kn,k cZ. 
Các giá trị này thoả mãn điểu kiện của phương trình. Vậy nghiệm của 


phương trình là 


-.“ 


x=~+k,ke7. 


2 
b) Điều kiện của phương trình 
tan(x - 30)cos(2x — 150) = 0 (2) 


là cos(x — 30) z 0. 

Ta biến đổi phương trình đã cho 
, — lĐ 

c sin(x — 30”) 


(2) .cos(2x — 150) = 0 
cos(x — 309) 
sin(x — 30) = 0 — x—30° = k180°, ke Z 
cos(2x —- 150) = 0 2x - 150? = +90° + k360°, ke Z 
x= 302 + kI80°9,ke Z x=309 +#18§0°9,keZ 
= |2x = 240? +k360°,keZ => |x=1200 +kI8§0°,ke Z 
2x = 60? + k360°, ke Z x=30° + k180°, ke Z. 


Khi thay vào điểu kiện cos(x —- 30) z 0, ta thấy giá trị x = 120 + 1809 


không thoả mãn, còn giá trị x = 30+ 180” thoả mãn. Vậy nghiệm của 
phương trình đã cho là 


x=300 + kI8§09,kcZ. 
c) Điều kiện của phương trình 
(3tan x + V3)(2sin x — l) = 0 (3) 


là cosx # 0. Ta có 


xe tin keZ 


3) © 3 => x=+k2n, keZ 
: 1 
sinx =~ 

2 x=— +i2n, ke, 


Các giá trị này đều thoả mãn điều kiện của phương trình, trong đó tập các 


6 
(ứng với các giá trị / chấn). 


giá trỊ bê +2mœ, ke Z¡ là tập con của tập các giá trỊ bề +Ìn,le 7) 


Vậy nghiệm của phương trình (3) là x= = + km, k e Z 


và x= + k2n, k c7, 
©e Ví dụ 5 


Với những giá trị nào của x thì giá trị của các hàm số tương ứng sau bằng 
nhau 2 


a) y = sin3x và y=sin[x+ 5) ; 
b)y= cos(2x + 1) và  y=cos(x-— 2) ; - 
c€) y = tan3x và  y= an — 2+] 


Giải 


Trước hết, mở rộng công thức nghiệm của các phương trình lượng giác cơ 
bản, ta có các công thức sau. Với z(x) và v(x) là hai biểu thức của x thì 


. „ = Vv(x) + k2n, ke Z 
e sin⁄(x) = sinv(x) © : 
M(%) = TL — V(x) + k2m, k e Z. 
® COS/(x) = COSV(X) © H(x) = +v(x) + k2, k e Z. 
® tan/(x) = tảnv(x) —> (+) = v(x) + km, k e 2. 
e cot(x) = cotv(x) —> ,(x) = v(x) + km, k e Z. 
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Áp dụng các công thức mở rộng này cho các bài toán trong Ví dụ 5, ta Có : 


n 3x =x+2 + k2n, k € Z 
Aa) sin3x = sn[x +2) = 


%x=x-(x+5]+ Ðn ke Z 


2x= + k2n, ke Z 


Ầ x=s+m,k€Z 
TL TL Tt 
4x =+k2n, ke Z x=Te+kz,k cế. 


Vậy với x=s+ửm hoặc =.... e Z thì giá trị của hai hàm số 


y=sin3x và y= vn|x + :) bằng nhau. 


b) cos(2x + l) = cos(x—2) <«œầ 2x+l= +(x-— 2)+ k2n,kec Z 


2x+l=x-2+k2n ke2Z x=-3+k2n,kc“ 
c© ©® l 2m 
2x+l=-x+2+k2n,ke Z x=a+kr,kc€Z. 


Vậy với x = -3 + k2mẽ hoặc x = š + cc k e Z thì giá trị của hai hàm số 
y = cos(2x + ]) và y = cos(x — 2) bằng nhau. 


c) Điều kiện : cos3x # 0 và cl5 _ 2x] z0. Khi đó 


tanây = tan[ 2 2x] cs 3x = s~2x + Èn, k €Z 


= 5x =2 +ửn, ke 2 = xe 1+ kc, ke Z 
Các giá trị này thoả mãn điều kiện đặt ra. 


Vậy với x=ig+ks.k eZ thì giá trị của hai hàm số y = tan3x và 


y= m2 — 2x) bằng nhau. 


C. BÀI TẬP 


2.1. Giải các phương trình 


v3 


a) sin3x = 1x. h 
. Í # o|_ T1, 
€) vn( 2 +10 ): 2) 
2.2. Giải các phương trình 


a) cos(x + 3) =s ; 


TL 1 

2 — | =_—— N 
c) col[ x+ ) 2 
2.3. Giải các phương trình 


a) tan(2x + 459) =-—l ; 


c) tn| 2 -5) = tan— ; 
2 4) 7 8') 


2.4. Giải các phương trình 
sin 3x 


8) cos3x 1 D7 


e) tan(2x + 60)cos(x + 759) =0 ; 


J2 


b) sin(2x — 159) = 3) 


2 
In4x = =. 
đ) sin4x 3 


l#n 


b) cos(3x - 45°) = 27 


đ) (2 + cosx)(3cos2x — 1) = 0. 


b) col[x+ 5] = 43 ; 


3 
)--$ 
- 


đ) coi +20° 


b) cov2xrool[x — -) =0; 


đ) (cotzx + 1)sin3x = 0. 


2.5. Tìm những giá trị của x để giá trị của các hàm số tương ứng sau bằng nhau 


a) y= co[2x — 5) và  y=COS 
: Ú: . 
b)y= s3 — z) và y= sn[ 


TU ` 
c) y =tn(2x + 2) và y=tm| 


5 
đ) y = cot3x 


2.6. Giải các phương trình 
a) cos3x —- sin2x =0 ; 
c) sin3x +sin5x =0 ; 


mì 


HH 
6 + 


AY 
5 $ 


và y=col[x+ T] 
= 3} 


b) tanxtan2x = —] ; 
đ) cot2xcot3x = Ì. 
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§3. Một số phương trình lượng gióc thường gặp 


A. KIẾN THỨC CÂN NHỚ 


1. Phương trình bậc nhất đối với một hàm số lượng giác 
Các phương trình dạng 4 + b =0 (a # O0), với là một trong các hàm số 
lượng giác, là những phương trình bậc nhất đối với một hàm số lượng giác. 
Sử dụng các phép biến đổi lượng giác, có thể đưa nhiều phương trình lượng 
giác về phương trình bậc nhất đối với một hàm số lượng giác. 

2. Phương trình bậc hai đối với một hàm số lượng giác 
Các phương trình dạng ai? + bi +c =0 (a # 0), với ? là một trong các hàm số 
lượng giác, là những phương trình bậc hai đối với một hàm số lượng giác. 


Có nhiều phương trình lượng giác có thể đưa về phương trình bậc hai đối 
với một hàm số lượng giác bằng các phép biến đổi lượng giác. Một số dạng 
chính sẽ được nêu trong ví dụ. 


3. Phương trình bậc nhất đối với sinx và cosx 


Xét phương trình 
asInx + coS x = €. Œ) 


Biến đổi vế trái của phương trình (1) về dạng 
asinx + bcosx = Na” + bˆ sin(x + #), 


. a . b 
trong đó COSZ =—————, $SIlđ = 


a? +b? \a? + b? 
ta đưa phương trình (1) về phương trình bậc nhất đối với một hàm số 
lượng giác. 
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B. VÍ DỤ 


e Ví dụ 1 
Giải các phương trình 


a) sin2x — 2cosx =0; b) 8cos2xsin2xcos4x = 42 ; 


c) tan2x - 2tanx =0; d) 2cos” x + cos2x = 2. 


Giải 
a) Ta có 
sin2x — 2cosx = 0 © 2sinxcosx — 2cosx =0 © 2cosx(sin x - l) = 0 


Tập R + k2m, k€ 7) là tập con của tập E +*n, ke 2|. 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là x = 5 + Èn, ke Z. 
b) Ta có 
§cos2xsin2xcos4x = V2_ © 4sin4xcos4x = V2 


© 2sin§x = A42 © sinsy = V2 


2 
§x =2 + k2, ke Z x=s+k2k€Z 
= 3 l ¬ 
7 7 7 

ổx=-T+k2n ke Z x=.stkkeZ. 

Vậy nghiệm của phương trình là 
7T TL 3m 7 
x=aartk,ke và x= 2 +k.,kcZ, 
c) Điều kiện : cos2x # 0 và cosx z 0. 
Ta có 
tan2x ~ 2tanx =0 @ — TT” —2tanx =0 2wnx[T——z—~1]=0 
1— tan“ z 1-tan“ x 


© 2tanx =0 «@ tanx =0 > x=kú,ke7Z. 
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Các giá trị này thoả mãn điều kiện của phương trình. 
Vậy nghiệm của phương trình là x = km, k e Z. 


d) Ta có 
2cos? x+cos2x =2 œầ 1+2cos2x =2 © cos2x = 5 
7 7 
c©> 2x=+z + k?m,k € Z4 c©> x=‡£+kn,kc Z. 
Vậy nghiệm của phương trình là x = +tc + kn, k e Z. 


e Ví dụ 2 
Giải các phương trình 


a) cos3x — cos4x + cos5x = Ô ; b) sin7x — sin3x = cos5x ; 


;ây 
¬ 


c) cos7 x — sin” x = sin3x + cos4x ;— đ) cos2x - cosx = 2sIn 


Giải 
a) cos3x — cos4x + dos5x = Ú © cos3x + cos5x = cos4x 


«© 2cos4xcos x = cos4x 
© cos4x(2cos x — 1) = 0 


cos4x = Ö Áx =5 + kn, k € Z 


©| - 1 S© 
c05xX= 2 x= + + k2n, k €Z 
x=s+k2,keZ 
© 
+ 


Vậy phương trình có các nghiệm là 


X=T.+kT và xe+F¿tk2nkeZ 
8 4 3 
b) Ta có 
sin 7x — sin3x — cos5x =0 «6 2cos5xsin2x — cos5x = 0 


© cos5x(2sin2x — 1) = 0 


5x =5 + kn, k € 


cos5x = 0 " 
=. ¡ © |2x=—+k2n,keZ 
sin2x = — 6 
2 5m 
2x=-c+k2n,k €Z. 
` ca“ : ` T1 7 7 ` 
Vậy phương trình có các nghiệm là x = 10 + ki kée2Z; x= 12 + km và 
5m 
xe= 12 + kñ, k c Z. 
©) Ta có 
cổs” x — sin” x = sin3x + cos4x © cos2x-—cos4x - sin3x =0 


«© -2sin3xsin(—x)- sin3x =0 «6© sin3x(2sinzx - l) =0 


3x =kn,ke Z 
sin3x = 0 " 
© : LS© x=œ+tk2n ke Z 
sinx = 
3m 
x=-e + k2m,k cZ. 


Vậy các nghiệm của phương trình là 


x=kT,ke7;x= + k2n và x= ST + kện, k7. 
3 6 6 
d) Ta có 
c€os2+x — cosx = 2sin - = Zsin -sinz 2sin 2 =0 
. ÄxXÍ.. x . 3X . 3X... * 
= -2sin | snŠ + in] =0 © ~Zsin-2_.2sin xcosz =0 
. ÄX 3x 
sin— =0 2 =km,keZ 
= sinx=0 <> |x=knkeZ 
* X T7 
cosz = 0 2=as†kUkeZ 
x=k ke 


©_' |x=knkeZ 
x=71t+ k2n,kec Z. 
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Tập {x + k2n, k e Z} là tập con của tập {km, k e Z}. 


› SE đà 2n. 
Vậy các nghiệm của phương trình là x = ke và x = kn, ke Z. 


e Ví dụ 3 
Giải các phương trình 


a) 2cos” 2x + 3sin? x = 2 h b) cos2x + 2cosx = 2sin? - ; 


c)2— cos” 


: : 1. 
x=sinf x ; d) sin' x + cosf x = 25n2*. 


Giải 
a) Ta có 
l—-cos2x 


2cos? 2x + 3sin? x =2 © 2cos”2x + 3————— =2 
cos2x = Ì 
© 4cos?2x - 3cos2x -l =0 1 
cos2x =-— 
4 
2x =k2n,ke 2Z 
2x= +arccos| =S ] + 2ï, ke 
x=kn ke Z2 
1 1 
x=‡—arccos| -— | + km, k c Z. 
2 4 
Vậy các nghiệm của phương trình là 
x=km ke Z2 và x=k2 aeeos| —. Ìxkm ke”. 
b) Ta có 
cos2x + 2coSx = 2sin? - © 2cos”x—l+ 2cosx = Ì— cosx 
© 2co§” x + 3cos x — 2 =0 


COSX = 


l mm 


COS x = —2. 


| 1 
Phương trình cosx = -2 vô nghiệm, còn phương trình cosx = 2 có nghiệm 
T 
x= tạ + k}m, keZ. 


Vậy nghiệm của phương trình là x = tệ + k2n, k e 2. 


c) Ta có 


2 — cos” x = sin” x 2—(1—sin? x) = sin" x 


*y —sin” x—1 =0. 


«©®sin 
Đặt ¡ = sin” x, với điều kiện 0 < / < 1, ta được phương trình ?-r—1=0. 
1—5 " 1+5 
2 `7 -2 ` 
Vì „ <0,/; > 1 nên hai giá trị này không thoả mãn điều kiện. 


Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 


Phương trình này có hai nghiệm í¡ = 


đ) Ta có 
sin” x + cosf x = -sin2z c- (sin? x+cos” x)? — 2sin? xcos” x = 2sin2z 
2 
Ẳ©1 _.. = 2sin2z €> sin72x+sin2x-2=0 
sin2x = l1 
sin2x = -2. 


Phương trình sin2x =-2 vô nghiệm, còn phương trình sin2x=l có 


nghiệm 2x = “+ k2n, ke Z. 
2 


Vậy nghiệm của phương trình là x = h +n, ke Z. 


e Ví dụ 4 
Giải các phương trình 


.2 
a) 3tanx + A3cotx-3—A/3 =0; -—-`ˆ..Ố.Ố. 
sin“ 2x - 4cos“ x 


©) 2tanx + cotx = 2sIn2x + — . 
sin2x 
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Giải 
a) 3tan x + 43cotx - 3— 43 =0 “1 


Điều kiện của phương trình (1) là cosx # Ö và sin x # 0. 


()_ «e©3tanx+ v3 -3—43=0 
tan x 


© 3tan? x - (3+ V3)tan x + V3 =0 


tan x = l x=. + kn ke Z 


© 43 
tan x = ~2— x= +kn, k c7, 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện của phương trình (I). Vậy các nghiệm 


của phương trình (1) là 


x=~+Èn và x= +, ke. 
4 6 


b) _-.... tan? x. _ Q2) 
sin“ 2x — 4cos“ x 


Điều kiện của phương trình (2) là cosx #0 và sin” 2x — 4cos” x # 0. 
Ta có 


sin” 2x — 4cos”x = 4sin” xcos” x — 4cos” x 
= 4cos7 x@in? x—l) = —4cos x. 
Vì vậy sin?2x — 4cos” x # 0 © cosx z 0. 
Do đó điều kiện của phương trình (2) là cosx + 0. Theo biến đổi trên, ta có 
sin2x—2 _ sin2x 


(2) «©——= ©> sin”2x -2 = —4cos7 xsin? x 
4 2 
—4cos z COS“ 


© 2sin?2x =2 © sin2x =+l © cos2x =0 


7 T 7 
s†km —=x=11#2 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện của phương trình (2). Vậy nghiệm của 


=> 2x= „k€Z.. 


phương trình (2) là x = h + Ti ke”. 


@) 


c) 2tanx +cotx = 2sin2x + — - 
sin2z 


Điều kiện của phương trình (3) là sin x # 0 và cosx # 0. Ta có 


2siInx  cosx 
+ 


2 tan x + cot x — 
COSX  SInx 


2 


2sin? x + cos” x _ SInớx+Í 


Sin xcoS x 1. 
5 sin2x 


Do đó 
._2 „2 
4}= 2n x+l) _ zn 2x + 
sin2z sin2x 


© 2sin”2x — 2sin”x—1=0 ©œ 2(1 ~ cosˆ 2x) — (1 — cos2x) — Ï =0 


€> ~2cos2 2x + cos2x = 0 ©@ cos2x(I ~ 2cos2x) = 0ˆ 


cos2x = 0 2x=—+kn,ke Z 
2x=1 ' 
C052. =2 2x = kŠ + k2n, k cZ 
xe +k~k67 
- 4 2 
7t 
=+r +ẮN kcZ 


Các giá trị này đều thoả mãn điều kiện của phương trình (3). Vậy các 


nghiệm của phương trình (3) là x = 2 + kS, ke7 và x= tC + kn, ke 7. 


e Ví dụ 5 
Giải các phương trình 


2 


a) 4cos” x + 3sin xcosx — sin” x = 3 ; 


b) 2sin” x — sin xcOs x — cOS” x = 2 ; 


c) 4sin? x — 4sin xcos x + 3cos” x = I. 


3l 
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Giải 
a) Với cosx =0 thì vế trái bằng —-1 còn vế phải bằng 3 nên cosx =0 
không thoả mãn phương trình. Với cos x z 0, chia hai vế của phương trình 


cho cos” x ta được 
4 + 3tan x ~ tan” x = 3(1 + tan” x)©> 4tan” x - 3tan x — Ì = 0 
T 
tanx = Í x=.a t+knkc#Z 
] © 1 
lanx== x= ean( =4) + kn, k e Z. 


Vậy các nghiệm của phương trình là 


x=.+kn, keZvà x= antan| =2 |x km, keZ.. 


b) Với cosx = 0 ta thấy cả hai vế của phương trình bằng 2. Vậy cosx = 0 


thoả mãn phương trình, hay x = 5 + km, k c Z là nghiệm. 


Với cos # 0, chia cả hai vế của phương trình cho cos” x ta được 
2tan” x— tan x — 1 = 2(1 + tan” x) 
©©  tanx=-3 «6© x-=arctan(-3)+ km, ke Z. 
Vậy các nghiệm của phương trình là 


x=2 +km, ke Z và x = arctan(~3) + km, k € Z. 


c) Với cosx =0 thì vế trái bằng 4, còn vế phải bằng 1, nên cosx =0 


không thoả mãn phương trình. Với cosx # 0, chia hai vế của phương trình 
cho cos” x ta được : 
4tan” x — 4tanx + 3 = l + tan? x 


© 3tan"x-4tanx+2 =0. 
Phương trình này vô nghiệm. Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 


e Ví dụ 6 
Giải các phương trình 


a) A3 cos x + sin x = -2 ; ⁄ b) cos3x — sin3x = Ì ; 


c) 4sinx + 3cosx = 4(l + tan x) — 


COSX 


Giải 
a) Ta có 


!3cosx +sinx=-2 ““aosx + 2sin4 = -] 


.- 7L. . 7 
= si, c0§+ + cos-2 sin x =-Ìl <© sn[s + 3] = -] 


©œ xưa =2 +k2n, ke Z sex = TC + Kớn, k €8, 


Vậy nghiệm của phương trình là x = _ + k2n, ke 2. 


b) Ta có 

cos3x — sin3x = Ì < đ[2s»s `. =] 

v2 
2 


1L- ¬Ă.Ä 
© cos—cos3x — sin—sin3x = 
4 4 
<© cos 3x+ˆ = cos^ ©œ3x+~=+“+k2n 
4 4 4 


3x =k2n,kec 2Z x=kế ke 


“là “  knkeØ 2 
XE re Mec xX=T-T+kT” keZ. 
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3. BT ĐS&GT 11 -A 


3.1. 


3.2. 
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Vậy các nghiệm của phương trình là 
x=kST ke7Zvàx=-^+ k2” ke7, 
3 6 3 
c) Điều kiện của phương trình là cos x # 0. 
Ta có 


4sinx + 3cosx = 4(1 + tan x) — 
. COSx 


&©> cosx(4sinx + 3cosx) = 4(sin x + cos x) — Ì 
&©> cosx(4sin x + 3cosx) — cosx = 4sinx + 3cos x — Ï 
&©> cosx(4sin x + 3cosx — l) = 4sinx + 3cosx — Ï 


&© (cosx — ])(4sinx + 3cosx — l) = Ö 
x=k2n,ke Z 
là =l 


: =4. 3 | 

4sin x + 3cosx = Ï s1 + 2C0§X =2. 
¬.- No: 4 3 | 
Kí hiệu #z là cung mà sinøz = COSØ = s ta được 


(2) Ấ© COS(xT— đ) = R 


©x-ứ_= EArEeOSS 3 k2nfq <>x= ở + AreeOS. + k2ï. 


Vậy các nghiệm của phương trình (1) là 


x=k2r, ke Z và `... ke Z, trong đó œ = arCcosS. 


C. BÀI TẬP 


Giải các phương trình sau (3.] — 3.7) : 


Œ) 


(2) 


a) cos2x —- sinx—]=0;.. b) cosxcos2x = Í + sinxsin2x ; 
€©) 4sinxcosxcos2x = —] ; đ) tan x = 3cot x. 

a) sinx + 2sin3x = —sin5x ; b) cosŠxcos x = cos4x ; 

©) sinxsin2xsin3x = -sin43 h đ) sin" x + cos' 


] 
x=——cos? 2x. 
2 


3. BT ĐS&GT 11-B 


3.3. a) 3cos? x — 2sinx + 2 =0 ; b) 5sin” x + 3cosx + 3= 0; 


, l : 
c) sinẾ x + cosỐ x = 4cos22x h d) "4 + sin” x = cosf x. 


3.4. a) 2tan x — 3cotx — 2 =0 ; b) cos” x = 3sin2x + 3 ; 
c) cotx — cot2x =-tan x + l. 

3.5. a) cos” x + 2sin xcos x + 5sinˆ x =2 : 
b) 3cos2 x — 2sin2x + sin” x = I ; 
c) 4cos? x — 3sin xcosx + 3sin? x = I. 


3.6. a) 2cosx — sinx = 2 ; b) sin5x + cos5x = -—] ; 
e) 8cos? x - 4cos2x + sin4x—4=0; đ) sinẾ x + cosẾ x + 2sin4x =0. 


3.7. a) Ï+ sinx — cosx — sin2x + 2cos2x = 0Ö ; 


: = sin” x— G: 
SIn x sin“ x 


b) sinx — 


€) cosxtan3x = sin5x ; 


d) 2tan? x + 3tan x + 2cot” x + 3cotx + 2 = 0. 


Bài tập ôn chương Ï 


1. Tìm tập xác định của các hàm số 


2-cosx tan x + COf x 
A) y=————m; b)›y=————. 
[ 3 l —sin2x 
l1 + tan "= 


2. Xác định tính chắn lẻ của các hàm số 
2 - 
. COS x + COt“ x 
a) y =sin” x — tanx ; b) y=———. 
Sin x 
3. Chia các đoạn sau thành hai đoạn, trên một đoạn hàm số y = sinx tăng, 
còn trên đoạn kia hàm số đó giảm : 


a) Ẹ ; 2x| ; b) [—z; 0] ; ©) [—-2z ; —n]. 
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4. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số 
a) y=3-4sinzx ; b) y=2— vcosx. 
5. Vẽ đồ thị của các hàm số 


a) y=sIin2x+l ; b) y = co x= E)) 


- Giải các phương trình sau (6 — 15) - 


6. sỉin”x—coS” x = cos4x. 
7. COS3xT— COS5x = SINX. 
8. 3sin°x+4cosx—2 =0. 
-9, sin"°x+sin?2x =sin 3š. 
10. 2tan x + 3cotx = 4. 
11. 2cos” x— 3sin2x + sin” x = l1. 


12. 2sinˆ x + sin xcosx — cos7 x = 3. 
13. 3sin x — 4cosx = Ì. 


14. 4sin3x + sin5x — 2sin xcos2x = 0. 


15. 2tan? x - 3tan x + 2cot? x + 3cotx — 3 = 0. 


LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN -~ ĐÁP SỐ CHƯƠNG I 


§1. 


1.1.a)D=IR\{1). 
b) cosŠ z0 œ Ýx “+kn œ x# + kần ke Z2. 
3 3 2 2 
Vậy D=R\ [Tó lên ke]. 
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1.2. 


1.3. 


c) sin2x #Ú © 2x # Ân €s x# k2, k€Z, 
, 7t 
Vậy Đ=R\ |È5, & eZi, 


đ)D=RV[-I; t1}. 
Z 
a) cosx+1>0, VxeR. Vậy D=R. 
" 


b) sin” x — cos” x = —cos2x # 0 © 2x #2 +, keZ 


©x#~“+k~,ke7Z.VayD=R\4J“+k=,keZi. 
42 42 


€) COSx — cos3x = —2sin2xsin(—x) = 4sinˆ xcos x. 


Do đó cos x — cos3x # Ö <> sinx z Ö và cosx # 0 


©xzkn và x*ỗ tăm ke Z, Vy D=RÀ |kS, ke. 


đ) tanx và cot x.có nghĩa khi sinx # Ö và cosx z 0. 

Vậy tập xác định như trong câu c). 

a) 0< in+| <1 nên -2 < —2|sin x| <0. 

Vậy giá trị lớn nhất của y = 3 - 2|sin x| là 3, đạt dược khi sinx = 0 ; giá trị 
nhỏ nhất của y là 1, đạt được khi sinx = +1. 


b) cos x + cos x-=|=2cos x—=lcos^ = v3cos x—= . 
3 6 6, 6 


Vậy giá trị nhỏ nhất của y là 3, đạt được chẳng hạn, tại x = _ ; giá trỊ 


lớn nhất của y là 4/3, đạt được chẳng hạn, tại x = °: 


€) Ta có 


cOS” x + 2cos2x = —* “12eos2x = — 
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Vì —1< cos2x < 1 nên giá trị lớn nhất của y là 3, đạt được khi x = 0. 


giá trị nhỏ nhất của y là ~2, đạt được khi x =5 


d) HD : 5—2cos” xsin” x = 5— 2 sin 2x. 

Vì 0< sin?2x < 1 nên ~5 <~asin” 2x < 0 ¬ 32 <y<45. 

Suy ra giá trị lớn nhất của y là 45 tại x=kS, giá trị nhỏ nhất là › tại 
x=T“‡kŠ. 


4 2 
1.4. a) Đẳng thức xây ra khi các biểu thức ở hai vế có nghĩa, tức là sin x # 0 và 


cosx # 0. Vậy đẳng thức xảy ra khi x # kẹ, keZ. 
b) Đẳng thức xảy ra khi cosx # 0, tức là khi x # 2 +kn,keceZ. 
c) Đẳng thức xảy ra khi sin x # 0, tức là x # km, k e Z. 


d) Đẳng thức xảy ra khi sinx # 0 và cosx # 0, tức là x # kS, ke”. 


1.5. a) y = °2$2* là hàm số lẻ. 
, x 


b) y=x— sinx là hàm số lẻ. 


€) y= V1—cosx là hàm số chẩn. 


d)y=1+ cosxin| _ 2x) = I—cosxcos2x là hàm số chắn. 


1.6. a) cos2(x + km) = cos(2x + k2n) = cos2x, k c Z. Vậy hàm số y = cos2x 


là hàm số chấn, tuần hoàn, có chu kì là r (H.?). 
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Hình § 
b) Đồ thị hàm số y = |cos2x| (H.8). 


1.7. a) Đồ thị hàm số y = l+ sinx thu được từ đồ thị hàm số y = sinx bằng 
cách tịnh tiến song song với trục tung lên phía trên một đơn vị (H.9). 


Hình 9 
b) Đồ thị hàm số y = cosx - l thu được từ đồ thị hàm số y = cosx bằng 
cách tịnh tiến song song với trục tung xuống phía dưới một đơn vị (bạn đọc 
tự vẽ hình). " 


c) Đồ thị hàm số y = sin Ề — 3] thu được từ đồ thị hàm số y = sinx bằng 


cách tịnh tiến song song với trục hoành sang phải một đoạn bằng 3 (H.10). 
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đ) Đồ thị hàm số y = co ¬ + B thu được từ đồ thị hàm số y = COS+x 


` ¬ Z. ` . x__ TƯ 
bằng cách tịnh tiến song song với trục hoành sang trái một đoạn bằng P 


(bạn đọc tự vẽ hình). 


1.8. a) Đồ thị hàm số y = tạ x + B thu được từ đồ thị hàm số y = tanx 
bằng cách tịnh tiến song song với trục hoành sang trái một đoạn bằng T 
b) Đồ thị hàm số y = ca x — s] thu được từ đồ thị hàm số y = cotx bằng 


„ . - cẻ ` - > T1 
cách tịnh tiến song song với trục hoành sang phải một đoạn băng € 


§2. 
2.1.a) x=—T +} ke và x= 5+ kg “ ke7, 
9 3 9 3 

b) x = 30 + k180”, k= Z và x = 759 + kI80°, ke Z. 

c) x = -80° + 720”, ke Z và x = 4009 + #7209, ke VÃ 

d)x= dAresin^ + k^, keZvVà x= ^ — Ty gin^ +, keZ. 

4 3 2 4 4 3 2 

2.2.a) x=-3+ arec0S2 + k2r, ke Z. 


b) x= 25” + k120°, x = 5° + k120, ke Z. 


c) x= “+ x=-~+kn,ke”. 
6 _2 


d)x= ¬ + km, ke Z. 
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2.3. a) x = -45° + k90°, ke Z. b) x= " + kn, ke 7. 


6) x= TC + k9n, ke Z, đ) x = 3000 + k540°, ke Z. 


2.4. a) Điều kiện : cos3x z 1. Ta có 


sin3x = 0 = 3x = km. Do điều kiện, các giá trị k = 2m, m e Z bị loại, nên 
3x = (2m + l)n, m c Z. Vậy nghiệm của phương trình là x = (2m + DĐ, 
me Ã. 


b) Điều kiện : sin : _ + 0. Biến đổi phương trình 


3 T 
cos2x. cai x -') =Ũ = cos2x.cos cà =0 


cos2x = — x1 kS k< Z 
- 
" + km, k e 2 
Do điều kiện, các giá trị x = s ¬ = 7 bị loại. Vậy nghiệm của 


phương trình là 


x= + (Đm +1) , m c Z và x = `” + km, ke Z, 


_e) Điều kiện : cos(2x + 60) z 0. Ta có 
tan (2x + 609)cos(x + 759) = 0 
= sin(2x + 60) cos(x + 759) =0 
Màn +609)=0 _ ñ +60° = k180°, ke Z 
cos(x + 759) =0 x+75° =90° + k180°, ke Z 
= ~30° + k90°, ke Z 
=>. 
x=15° +k1800, keZ. 
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Do điều kiện ở trên, các giá trị x = 15? + k180°, k e Z bị loại. 
Vậy nghiệm của phương trình là x = —-302 + k90P, keZ. 

d) Điều kiện : sinx z 0. Ta có _ 

Am .ĩ 


(cot x + I)sin3x =0 - 
sin3x =0 


x==. +km keZ 


Do điều kiện sinxz #0 nên những giá trị x= kệ với k=3m, meZ bị 
loại. Vậy nghiệm của phương trình là - 


x=~..+kn R x=~+kn và x=“+kn,keZ, 


3 
7 7 
2.5. a) cos [2z — ) = COS E — ) 


2x—3.=.~x+k2n, ke 3x “Tạ + K2, keZ 
> > 
7 1 
2x ~a=-x†x+k2n keZ x=12+k2n, k€Z, 
7T. 2m ` 1T 
Vậy các giá trị cần tìm là x=——+k—, ke Z và x=-—+k2n, ke Z. 
36 3” 12 
“y 74 : 7 
b) sn|3x — ) = sim z + sJ 
3x. =x+ + k2n, ke Z 
> 
h 7 
3x~T=m.—~x—c+k2n keZ 
2x = 35 + k2n, k c Z x= ST +, keZ 
li “115 lô 13 
T7 7 h 
= =—— —,& : ì 
4x TD ——+k2rn, ke 2 * 48 +k2, c2 
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13 
Vậy các giá tị cân tìm là x = ST + Én, keZ và x=-T +k—, k2. 


48 2 
1 1 
c) t2: 'Ã] = HH) 


co|2y + B z 0Ô và =E — ) +0 (q) 
c . 


2x+-x+kn, ke? (2) 
2) ©œx=kỄ,keZ.- 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện (1). Vậy ta có x = kệ ,k€Ã. 


đ) cot3x = cot ¿ + 3) 


snâx #0 và sin|x + 320 (3) 
‹> 
3x=x+5 +n, ke, (4) 


(4) ©œx=—+kS ke2. 


6 2) 
Nếu È = 2m + 1, m e Z thì các giá trị này không thoả mãn điều kiện (3). 
Suy ra các giá trị cần tìm là x = c? mĩm,m e Z. 
2.6. a) cos3x — sin2x =0 


«> cos3x = sin2x 4> cos3x = coS Ẹ _ 2x) 


=3xr=t[ ~2x]xkðm, ke Z 


5x =5 + k2n, k € Z 


ÿ 


x=~5 + k2n, k€ 7, 
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Vậy nghiệm phương trình là n keZvà x=-s+k2w,ke 2. 


b) Điều kiện của phương trình : cos x 0 và cos2x #0. 
tanx tan2x =-—Ì — sinxsin2x = -cosxcos2x 

= cos2xcosx + sin2xsinx = Ô —> cosx = 0. 
Kết hợp với điều kiện, ta thấy phương trình vô nghiệm. 
c) sin3x + sin5x =0 


sin4x =0. 4x=kn,ke2Z 


© 2sn4xcoszx=0 © © T 
COS+x = x=s+kn,kcZ. 


Vậy nghiệm của phương trình là x=k.,k e Zvà x=s+kn,k c2. 


đd) Điều kiện : sin2x z0 và sin3x z 0. 
cot2xcot3x=l => cos2xcos3x = sin2xsin3x 
=> cos2xcos3x — sin2xsin 3x = Ö 


=> cos5x =0 => 5x= +kn,keZ 


2 
H 7 - 
=x=Tgtks,keZ. 
Với k= 2+5, me Z thì 
7 „2 
1o * (2+ 5m)s =Tạ† & + ME = 2 + HH, me Z. 


Lúc đó sin2x = duứa 2mr) = 0, không thoả mãn điều kiện. 


Có thể suy ra nghiệm phương trình là x = 1o + k<, È € Z và k#2 + 5m, m e Z. 


§3. 


3.1.a) cos2x—-sinx—l=0 
© 1—2sinˆ x—sinx—l=0 @ sin x(2sin x + 1) = 0 


x=kn ke Z2 
sinx =0 " 
© = x=-c+k2n keZ 


Ssinz => 
2 


x= + k2n, k €7, 
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-32. 


b) cosxcos2x = Í + sin xsin2x 


© cosxcos2x — sin xsin2x = Ì 

2m 
© cos3x = Í © 3x = k2n <> x=k ke 2. 
c) 4sinxcosxcos2x =—Ïl Ð «<6 2sin2xcos2x =—Ï 


© sin4x = =1 œ 4x==2.+k2m,& € Z ©œx=-s+k2,k€ Z. 


đ) tan x = 3cot x. Điều kiện : cosx #0 và sin x # 0. 


„ 3 
Ta có tan x =+CT— © tan” x =3 c> tanx = +3 =>x=+—+kn,kc Z. 
Xx 


Mã 
3 
Các giá trị này thoả mãn điều kiện của phương trình nên là nghiệm của 
phương trình đã cho. 


a) sinx +2sin3x =-—-sin5x <© sin5x +sinx + 2sin3x =0 


c 2sin3xcos2x + 2sin3x = 0 


© 2sin3x(cos2x+ 1) =0 <© 4sin 3xcos” x = 0 


liên 3x =km,kcZ x=ka,kcZ 
= _ 
cosx =0 x=s+kz,keZ x=5 +kn, k € Ø, 


b) cos5xcosx = cos4x 
-© 2 (cos6x + cos4x) = cos4x 
« cos6x = cos4x © 6x = ‡+4x +k2n,kec Z 


ng x= km, &k €f 
_— 


=© 7 
10x = k2n, ke Z x=k,keZ. 


Tập (km, k e 2} chứa trong tập lh Iễ= z] (ứng với các giá trị / là bội số 


của 5) nên nghiệm của phương trình là x = kỹ ,k€2. 
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3.3. 
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: : : 1L. . . : 1L. 
©) sinxsin2xsin 3x =—sin4x <> sin xsin2xsin3x = ssin 2xcos2x 


4 
© sin2x(cos2x — 2sin xsin3x) =0 <> sin2x.cos4x = 0 
sin2x=0 2x =kñn, ke Z 
=© T 
cos4x = 0 4x=5+kn,kcZ 
x=k—,kecZ 
c© 
x= S + kế, keZ 
đ) sin' x + cos? x =—öcos? 2x 
c© (sin? x+cos? x)" —2sin” xcos” x = . 2x 


1...2 | 2 — 
©I 25in 2x+2cos 2x=0 
© 1+ cos4x =0 &© cos4x =-—2. 
Phương trình vô nghiệm. 


Chú ý. Có thể nhận xét : Vế phải không dương với mọi x trong khi vế trái dương với 
mọi x nên phương trình đã cho vô nghiệm. 


a) 3cos” x ~ 2sin x + 2 = 0 © 3(1—sin? x)— 2sin x + 2 = 0 
©  3sinx+2sinx-5=0 © (sinx— 1)\(3sin x + 5) =0 

: 1 
© sinx=1 © x=z+ k2n,kcZ. 


b) 5sinˆ x+ 3cos x+ 3 =0 © 5(1— cos” x) + 3cos x +3 = 0 


© 5cos” x— 3cos x— 8 = 0 


© (cosx + l)(Scos x — 8) = 0 


© cosx =_—ÏÍ © x=(2k +l)n, k e Z. 


c) sinŠ x + cosŠ x = 4cos” 2x 


c© (sin x+cos7 lâu — 3sin? xcosF xin x+cosf *x) = 4cos” 2x 


c© 1 2 sin 2x=Ácos2x <œ I¬ng -cos? 2x)= 4cos22x 


l5 sa. vI l+cos4x)_ 
c© -a C05 cx =1 — n5] =] 
2 lãi 
c© ĐI GDSd tông c© Hòa GN0BT) 


Ẳ© 4x= tamsos| 13 ] + 2m keZ 


13 
| I1 1L 
=d— ch =—— 
©=x +2 meeos| lãJt tk? 
2 
1X... Ï  l-cos2x (l+cos2x 
đ) †sm x= cos x© TT“. 2 ) 


© —l+2—2cos2x = l+2cos2x+ cos” 2x 
©> cos”2x + 4cos2x = 0 
cos2x =0 
c© 
cos2x =—4(vô nghiệm) 2 
¬~.--- 
SS4⁄2NPTS21/57/0/101-6 | 
3.4. a) 2 tan x - 3cot x - 2 =0. Điều kiện : cosx # 0 và sinx z 0. 


Ta có 2tan x— —=2=0 


tan x 


1+ 
© 2tan? x— 2tan x— 3= 0 ` P 
xe msan| TQ „se keZ 
—N?7 
x= aeim| 2 . 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện nên là nghiệm của phương trình. 


2x=—+Èn,ke 


47 


b) cos” x = 3sin2x +3. 
Ta thấy cosx =0 không thoả mãn phương trình. Với cosx # 0, chia hai vế 


của phương trình cho COS”x ta được 


1 =6tan x + 3(1 + tan? x)©> 3tan? x + 6tan x+2 =0 


ma... c2 
-3+x3 3 
© tanx= 3 = Ấn 
== °]-kskez 
c) cot x — cot2x = tan x + Ì. (1) 


Điều kiện : sin x #0 và cosx + 0. Khi đó, 


COSX COS2X sinx 
(1) c= — = 


sinx sin2x cosx 


? x— cos2x = 2sin” x + sin2x 


© 2cos 
2 - " 
<> 2(cos“ x — sin“ x) — cos2x = sin2x 


<S© cos2x = sin2x <> tan2x = ] 


1 1 1 
—> 2x=+kn,kcZ —> x=s+k2, keZ. 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện nên là nghiệm của phương trình. 
3.5. a) cos” x + 2sin zxcosx + 5sinˆ x =2. 
Rõ ràng cos x =0 không thoả mãn phương trình. Với cosx #0, chia hai vế 


cho cosẺ x ta được 
1+ 2tan x + 5tan” x = 2( + tan” x) 


© 3tan? x+2tanx—l=0 


tan x = —] x==. + kn, ke Z 
c© J © 
tanx=2 x =arctan— + kt, ke Z. 


3 
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b) 3cos” x — 2sin#x + sin? x = I. 


Với cosx=0 ta thấy hai vế đều bằng 1. Vậy phương trình có nghiệm 


x=5+kn,ke 7, ˆ 


Trường hợp cos x # 0, chia hai vế cho cos” x ta được 


T1: 
3 —~ 4tan x + tan? x = l + tan? x © 4ianx= 2 © tanx=2 


c© x =arotan 2 + Âm, k2. 
Vậy nghiệm của phương trình là 


x=2+kn,k c Z và x =arotan 2 + ki, k € Z, 


c) 4cos” x — 3sin xcos x + 3sin” x = l. 

Rõ ràng cosx + 0. Chia hai vế của phương trình cho cos” x ta được 
4—3tan x + 3tan2 x = ] + tanˆ x 

© 2tan? x— 3tan x + 3 = Ơ. 


Phương trình cuối vô nghiệm (đối với tan x), do đó phương trình đã cho 
vô nghiệm. 


3.6. a) 2cos x — sin x = 2 


( 2 | 
© v5 —=COS x ——=sin x | = 2. 
| lộ: NC | 


2 | 
Kí hiệu ø là góc mà cos# = —=, Sin# = ——=, ta được phương trình 
v5 5 cc 


: : 2 
COS Ø COS x + SIn Z SIn x — 


© cos(x-Ø2)=CcOSđ «@Ằ© x-øz=+øz+k2n,kec Z 


x= 2ø +k2rn, ke 2 
x=k2n, keZ. 
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b) sin5x+cos5x=-l  <© đan: ) =—l 


<c s gìn 5y + in ^cos 5x = 2 ©sin5x+^Z|=sinl-=Lf 
cošà 4 =—5 xi1 =sIn Ầ 


5x+T==. + 2n, k € Z x=-g+kfS,keZ 
. 7t 7U 7t 7U 
5x+T=T+k2n kcZ x=etkr,keZ. 


€) §cos“ x— 4cos2x + sin4x — 4 =0 


nn 


2 
2 — 4cos2x + sin4x - 4= 0 


© 2(1+2cos2x + cos” 2x) — 4cos2x + sin 4x — 4 = 0 
© 2cos”2x+sin4x-2=0 © l+cos4x + sin4x —2 =0 


© cos4x+sin4x=l  «œ sn|4x+ 5 ]= sin2 


4 t\ 
Ax+s.=..+k2n, ke Z x=kS,ke7 
‹> 3 ‹> 
7t 7t 7t 7t 
4x+z=T+k2n kcZ x=a+tkz,keZ. 


. 1... 
d) Sin” x + cos” + + 2sin4+ =0 
: : . 1. 
c© (sin x+cosf x)Ẻ — 3sin” xcos” x(sin? x+cos7 x)+ 2sn 4x=0 
2 2 1. 
Ấ© l—3sin“ xcos x+2-sin 4x =0 


sin2x 
2 


2 Ị 
1-3 ) +2-sin 4x = 0 


«©>Ï - ŸsinỄ 2x +2sin4x =0 


4. BT ĐS&GT 11 -B 


3 lI-cos4x l1. 
TT 2— Tz$sin4x=0 


© 8—3+~+3cos4x +4sin4x =0 
© 3cos4x + 4sin4x = -5_ 


Ẳ© I1 


> Šcos4x + Ssin4x =_-]. 


Kí hiệu ø là cung mà sinø = Z› COSØ = „ ta được 


sin ø cos4x + cos ø sin 4x = —l 
«> sin(4x + ø) = —l 
© 4x+ơ =.+k2n,k c2 


` 3w ở 1 
©Sx=ese-1+kz.,ks 2. 


3.7.a) l+ sin x — COSx — sin2x + 2cos2x = 0. 
Ta có : 
l— sin2x = (sinx— cos x)F ; 
2cos2x = 2(cos? x-sin? *#) = —2(sin x —cos x)(sin x + cos x). 
Vậy —~ 
(1) © (inx-—cosx)(+sinx— cosx ~ 2sin x— 2cos x) = 0 


© (inx- cos x)(1 — sin x — 3cos x) = Ö 
. tan x = Ì 
Sin x = COS+x 
l +sSỉ l| > COSx + : sinx : 
COS x + Sỉn x = ——= —— =—= 
v10 v10 v10 


x=.+kn, k €7 
- 1 
x=ữứữ‡arccos—— + k2n, kc Z 


v0 


3 Ố 
—, SIlŒ 
I0 


trong đó cosở = 


() 
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b) sinx——— = sin? x— Ị . (2) 
sm*% sin” x 


Điều kiện : sinx #0. Khi đó, 


: - 1 1 
(2) c© (sin x - sin? 54[ 5 “axJ=0 
sinx SImx ` 
' : 1 —SI 
Ấ©> sin x(l -sin*x) + =— =0 
sin“ x : 


© (1—sinx)(sin” x +1) =0 


mx=Í ¬ 
c© _ = x = +, k e Z (thoả mãn điều kiện). 
sin x = —l 2 


€©) cos x tan 3x = sin 5x. 3) 
Điều kiện : cos3x # 0. Khi đó, 


(3) © cosxsin3x = cos3xsin 5x 
c© 2(sin 4x+sin2x)= 2(sin 8x+sin2x) 


Ẩ© sin8x = sin4x 


- 7 
Nha: lxrt2.ke? 


=—> 
8x=n—4x+k2nkece2. — T7 1 
|*=1z+tgckeZ. 


Kết hợp với điều kiện ta được nghiệm của phương trình là 


T T 
=È à =_— — ñ 
x=kmnẽ, ke 2 và x 12 1*g.k<Z 


đ) 2 tan? x + 3tan x + 2cot” x + 3cot x + 2 = 0. : (4) 


Điều kiện : cosx # 0 và sinx #0. Khi đó, 
(4) c© 2(tan? x+cot x) + 3(tan x + cot x) + 2 =0. 

= 2| (anx + cot x)“ — 2| + 3(tan x + cot x) + 2 =0. 
Đặt / = tan x + cot x ta được phương trình 


22+3+-2=0_ =t=-2, ¬` 


Với ?=-2_ ta có tanx+cotx=-—2 


© tan” x+2tanx+1=0 = tanx = -—l 
=S=*#= -+km, k e Z (thoả mãn điều kiện). 


z: l 1 
Với => ta CÓ tan x + COtx = © 2tan” x- tanx+2 =0. 
Phương trình này vô nghiệm. 


Vậy nghiệm của phương trình (4) là x = 3 +kn, ke Z. 


Bài tập ôn chương I 
¬-= T ` T 
1. a) Điều kiện : can x~Ã] # Ô và t2 _ 3) z—l 


1L TL ` 1 T 
© x~3#5+tửn,k€ Z và x 3 ”“Tattu,keZ 


/ 


5n ` TU 
-g +, € Z và x # T2 


Vậy tập xác định của hàm số là 
D -&\|[ kém k <z| | tâm k <2|| 


b) Điều kiện : cosx # Ô ; sinx #0 và sin2x # 1 


© x#z +Èn,k e Z. 


©œ xzk2.,k€ Z và xz+kn, k € Z, 


Vậy tập xác định của hàm số là 


D=R\||tŠ.k<Z) 0 |Š vn, ke2j| 


3 


2. a)y =sin x- tan x là hàm số lẻ. 


_ C0S% + cot” * 


: là hàm số lẻ. 
sin # 


b) y 


3. a) Hàm số y = sinx giảm trên đoạn E h T và tăng trên đoạn E ; 2x, 
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b) y=sinx giảm trên |~* : -ã| tăng trên E ; 0| 


. x R 3m và R 3m 
€) y=sinx tăng trên ~2.;T—~= ; giảm trên | —— ; - ft. 


4. HD:a) -l<3-4sinx < 7. 


b) 1<2—cosx <2. 
5. a) Đồ thị của hàm số y =sin2x+1 thu được từ đồ thị hàm số y = sin2x 
bằng cách tịnh tiến song song với trục tung lên phía trên một đơn vỊ. 


b) Đồ thị hàm số y = cos Ề _ s) thu được từ đồ thị hàm số y = cosx bằng 


cách tịnh tiến song song với trục hoành sang phải một đoạn bằng 


6. sin” x—cos” x=cos4x «> —cos2x =cos4x  2cos3xcosx =0 


UỚN G. 
3x.0_ |*x=+k,keZ 
lếo 6 "3 


cosx = 0 x=5.+ km, k €Ø, 


7 cos3x — cos5x = sinx © sin x(l—- 2sin4x) = 0 
sinx =0 _- 
c© sin4x=Ù c© x=..r†k2,keZ 
x= ST +k5,ke7 
8. 3sin” x + 4cosx — 2 = 0 


2+4 
3 


© -3cos” x+4cosx+l =0 @ cosx= 


- M7 


> ] nên bị loại). 


= =. 3 


phe Z. (giá trị 2+1 
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9, 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


2 I-cos2x l-cos4x _- 1—-cos6x 


" . 2 — ein2 - 
sin“ x + sin“ 2x = sin“ 3x 2 + _ 2 


© 1—cös4x +cos6x—cos2x=0_ «> 2sin22x—2sin4xsin2x =0 

© 2sin2x(sin2x — sin4z) = Ô © 4sin2xcos3xsin x =0. 

Đáp số : x=k2,ke 7 và x=ec+k.,k€Z. 

2 tan x + 3cot x = 4. Điều kiện : cosx # 0 và sin x #0. Ta có 

2 tan” x — 4tan x + 3 =0. Phương trình vô nghiệm đối với tanx, do đó 
phương trình đã cho vô nghiệm. 


2cos” xT— 3sin2x + sin? x = 1. 

® cos x = 0 thoả mãn phương trình => phương trình có nghiệm x = s+n,ke 2. 
® Với cosx z 0, chia hai vế cho cosf x, tìm được tan x = : 
Vậy phương trình có các nghiệm x =2+ kĩ,k e 2 Và x= arCanC + kĩ, k e 2. 


HD : 2sin? x + sin xcos xT— cosẼ x = 3 = tan? x - tan x + 4 = 0. 
Phương trình vô nghiệm. 


3sinx— 4cosx =l <© g9inX- se0s3 =š 


: 1... 3. 4 
c= sin(x—#)= (với cosø =? sin ø =s) 


x=Ø + arosins + k2m, k € Z 

c© h . 
x=#+Tt~arcsinz + k2n, k € Z. 

4sin3x + sin 5x — 2sin xcos2x = 0 
«©> 4sin3x + sin 5x — sin3x + sin x = 0 © 3sin3x + sin 5x + sin x = Ö 
«Ằ 3sin3x+ 2sin3xcos2x =0. — ©@ sin3x(3+2cos2x) =0. 

: 1U vV 
Đáp số : x=ka,ke 2. 
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1Š. 2tan” x — 3tan x + 2cot” x + 3cot x— 3 =0. () 


Điều kiện : cosx # Ô và sinx #0. 
(1) © 2(an2x+cot2 x)~ 3(tan x— cotx)— 3 =0 
c© 2(tan x — cot x) — 3(tan z - cot x) + =0. 


Đặt / = tan x — cotx ta được phương trình 


1 


2? -3t+1=0 > t=], IS: 


Với f = ] ta có tan x — cotx = ] 


. + 
© tan? x — tan x — Ì =0 ¬¬.- 
x=tran| 2 ]Jcinke? 
: ¡— v5 
—.= 
Với := tacó tan x — cotx = È 
2 2 
+ 
c> 2tan” x — tán x =2 =0 ca tan = LẺ VÍT 
x=arct =3 ku,ke 2 
xa mean|TCẾP |, ke 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện nên chúng là nghiệm của phương trình 
đã cho. 
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hương II TỔ HỢP - XÁC SUẤT 


§1. Quy tắc đếm 


A. KIẾN THỨC CẦN NHỎ 


4. Quy tắc cộng 


Giả sử đối tượng X có m cách chợn khác nhau, đối tượng Ÿ có n cách chọn 
khác nhau và không có cách chọn đối tượng X nào trùng với mỗi cách chọn 
đối tượng Y. Khi đó có m + n cách chọn một trong hai đối tượng ấy. 


Giả sử A và B là các tập hữu hạn, không giao nhau. Khi đó 


n(A \) B) = n(A) + n(). () 


> Chú ý. Công thức (1) có thể mở rộng theo hai hướng : 
a) Nếu A và B là hai tập hữu hạn bất kì thì 
n(A Ò B) = n(A) + n(B) - n(A Bì. (2) 
b) Nếu A+, ..., Am là các tập hữu hạn tuỳ ý, đôi một không giao nhau thì 
n(ÄÃ+© A2... Âm) = n(Ä4) + n(A2) +... + n(Am). 


2. Quy tắc nhân 


Giả sử A, B là hai tập hữu hạn. Kí hiệu A x Ö là tập hợp tất cả các cặp có 
thứ tự (a, b), trong đó a e A, b e B. Ta có quy tắc 

n(A x B) = n(A) . n(B). (3) 
Quy tắc trên có thể phát biểu như sau : | 
Giả sử có hai hành động được thực hiện liên tiếp. Hành động thứ nhất có 
m kết quả. Ứng với mỗi kết quả của hành động thứ nhất, hành động thứ hai 
có n kết quả. Khi đó có m x m kết quả của hai hành động liên tiếp đó. 


Ề Chú ý. Quy tắc nhân ở trên có thể mở rộng cho nhiều hành động liên tiếp. 
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B. VÍ DỤ 


e Ví dụ 1 
Trong một lớp có 18 bạn nam, 12 bạn nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn 


\ 


a) Một bạn phụ trách quỹ lớp ? 


b) Hai bạn, trong đó có một nam và một nữ ? 


Giải 
a) Theo quy tắc cộng, ta có 18 + 12 = 30 cách chọn một bạn phụ trách quỹ 
lớp (hoặc nam hoặc nữ). 


b) Muốn có hai bạn gồm một nam và một nữ, ta phải thực hiện hai hành 
động lựa chọn : 


— Chọn một nam : Có 18 cách chọn ; 
- Khi đã có một nam rồi, có 12 cách chọn một bạn nữ. 


Vậy theo quy tắc nhân, ta có 18. 12 = 216 cách chọn một nam và một nữ. 


e Ví dụ 2 mm"... _ 
Trên giá sách có 10 quyển sách tiếng Việt khác nhau, 8 quyển tiếng Anh 
khác nhau và 6 quyển tiếng Pháp khác nhau. Hỏi có bao nhiêu cách chọn 


a) Một quyển sách ? 
b) Ba quyển sách tiếng khác nhau ? 


c) Hai quyền sách tiếng khác nhau ? 


Giải 


._a) Theo quy tắc cộng, có 10 + 8 + 6 = 24 cách chọn một quyển sách. 
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b) Theo quy tắc nhân, có 10.8.6 = 480 cách chọn ba quyển tiếng khác nhau. 


c) Theo quy tắc nhân, có 10.8 = 80 cách chọn một quyển tiếng Việt và một 
quyển tiếng Anh ; Có 10.6 = 60 cách chọn một quyển tiếng Việt và một 
quyển tiếng Pháp ; Có 8.6 = 48 cách chọn một quyển tiếng Anh và một 
quyển tiếng Pháp. Từ đó, theo quy tắc cộng, ta có số cách chọn hai quyển 
sách tiếng khác nhau là 


80 + 60 + 48 = 188 (cách). 


Từ các số 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, có bao nhiêu cách chọn một số hoặc là 


số chắn hoặc là số nguyên tố ? 


Giải 
Kí hiệu A là tập hợp các số chắẵn (có 4 số) và B là tập hợp các số nguyên tố 
(có 4 số) trong tập số đã cho. Khi đó, số cách chọn cần tìm là n(A t2 Ö). 
Nhưng có một số nguyên tố chắn duy nhất là 2, tức n(A z¬ B) = 1. Vậy theo (2), 
n(A ©Ó B) = n(A) + n(B) — n(A  B)= 4+ 4—1=7. 


C. BÀI TẬP 


1.1. Nam đến cửa hàng văn phòng phẩm để mua quà tặng bạn. Trong cửa hàng có 
ba mặt hàng : Bút, vở và thước, trong đó có 5 loại bút, 4 loại vở và 3 loại thước. 
Hỏi có bao nhiêu cách chọn một món quà gồm một bút, một vở và một thước ? 


1.2. Trong một đội văn nghệ có 8 bạn nam và 6 bạn nữ. Hỏi có bao nhiêu cách 
chọn một đôi song ca nam — nữ ? 


1.3. Có bao nhiêu số tự nhiên có tính chất : - 
a) Là số chắn và có hai chữ số (không nhất thiết khác nhau) ; 
b) Là số lẻ và có hai chữ số (không nhất thiết khác nhau) ; 
c) Là số lẻ và có hai chữ số khác nhau ; 
đ) Là số chắn và có hai chữ số khác nhau. 

1.4. Có 10 cặp vợ chồng đi dự tiệc. Tính số cách chọn một người đàn ông và 
một người đàn bà trong bữa tiệc để phát biểu ý kiến, sao cho 
a) Hai người đó là vợ chồng ; 
b) Hai người đó không là vợ chồng. 

1.5. Số 360 có bao nhiêu ước nguyên dương ? 

1.6. Trong 100 000 số nguyên dương đầu tiên, có bao nhiêu số chứa một chữ số 3, 
một chữ số 4 và một chữ số 5 ? 

1.7. Giữa hai thành phố A và B có 5 con đường đi. Hỏi có bao nhiêu cách đi 
từ A đến B rồi trở về A mà không có đường nào được đi hai lần ? 
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1.8. Có bao nhiêu số nguyên dương gồm không quá ba chữ số khác nhau ? 


1.9. Một người vào cửa hàng ăn. Người đó muốn chọn thực đơn gồm một món 


ăn trong 10 món, một loại hoa quả tráng miệng trong 5 loại hoa quả và một 
loại nước uống trong 4 loại nước uống. Hỏi có bao nhiêu cách chọn thực 
đơn của bữa ăn ? 


1.10. Một lớp có 40 học sinh, đăng kí chơi ít nhất một trong hai môn thể thao ; 


bóng đá và cầu lông. Có 30 em đăng kí môn bóng đá, 25 em đăng kí môn 
cầu lông. Hỏi có bao nhiêu em đăng kí cả hai môn thể thao ? 


§2. Hoón vị, chỉnh hợp, tổ hợp 


3. 


60 


A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


_Cho tập hợp A gồm ø phần tử (n > 1). 


Kết quả của sự sắp xếp ø phần tử của A theo một thứ tự nào đó được gọi là 
một hoán vị của tập hợp A. 


Số các hoán vị của A được kí hiệu là P„, ta có 


Kết quả của việc lấy & phần tử của A (1 < k < n) và xếp theo một thứ tự nào 
đó được gọi là một chứnh hợp chập k của n phần tử. 


Số các chỉnh hợp chập k của ø phận tử được kí hiệu là Á. „ ta CÓ 


(ở đây, quy ước 0! = 1). 

Một tập con gồm k phần tử của A (1 < k < nø) được gọi là một ¿ổ hợp chập k 
của ø phần tử. Tổ hợp chập 0 của ø phần tử là tập rỗng. 

Số các tổ hợp chập k của ø phần tử được kí hiệu là C¡ , ta CÓ 


nì 


k " H 
tân ktứ — k)t 


B. VÍ DỤ 
® Ví dụ 1 
Có bao nhiêu cách xếp bốn bạn A, 8, C, D vào "bốn chiếc ghế kê thành 


hàng ngang 2? 


Giải 
Mỗi cách xếp cho ta một hoán vị của bốn bạn và ngược lại. Vậy số cách 
xếp là 
Pạ = 4! = 24 (cách). 
e Ví dụ 2 
Có bao nhiêu số nguyên dương gồm năm chữ số khác không và khác 


nhau (đôi một) ? 


Giải 
Môi số cần tìm có dạng đ¡4;đ;đ¿2s, trong đó đ; # a, VỚI ¡ # j và 
a;¡c {(1,2,...,9},¡= 1,..., 5. 


Như vậy, có thể coi mỗi số dạng trên là một chỉnh hợp chập 5 của 9 
(chữ số). Do đó, số các số cần tìm là 


s91 
đ$ =3) = 9.8.6.5 = 15120 (s6), 


Cần phân công ba bạn từ một tổ có 10 bạn để làm trực nhật. Hỏi có bao 


nhiêu cách phân công khác nhau ? 


. Giải 
Kết quả của sự phân công là một nhóm gồm ba bạn, tức là một tổ hợp chập 
3 của 10 bạn. Vậy số cách phân công là 
101 


3 
Ta h 

Clip = 3!10-= 3)! = 120 (cách). 
e Ví dụ 4 
Trong mặt phẳng có 6 đường thẳng song song với nhau và 8 đường thẳng 


khác cũng song song với nhau đồng thời cắt 6 đường thẳng đã cho. Hỏi 


có bao nhiêu hình bình hành được tạo nên bởi 14 đường thẳng đã cho ? 
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Giải 
Kí hiệu A và Ö lần lượt là tập hợp 6 đường thẳng song song với nhau và 8 
đường thẳng song song cắt 6 đường thẳng đã cho. 
Mỗi hình bình hành được tạo bởi hai đường thẳng của tập A và hai đường 
thẳng của tập 8. Vậy số hình bình hành cần tìm là 
C£ . Cá = 15.28 = 420 (hình). 


C. BÀI TẬP 


2.1. Một cái khay tròn đựng bánh kẹo ngày Tết có 6 ngăn hình quạt màu khác 
nhau. Hỏi có bao nhiêu cách bày 6 loại bánh kẹo vào 6 ngăn đó ? 

2.2. Có bao nhiêu cách xếp 5 bạn nam và 5 bạn nữ vào 10 ghế được kê thành 
hàng ngang, sao cho : 

a) Nam và nữ ngồi xen kế nhau ? 
b) Các bạn nam ngồi liền nhau ? 

2.3. Có bao nhiêu cách xếp chỗ ngồi cho 10 bạn, trong đó có An và Bình, vào 

10 ghế kê thành hàng ngang, sao cho : 
a) Hai bạn An và "Bình: ngồi cạnh nhau ? 
b) Hai bạn An và Bình không ngồi cạnh nhau 2? 

2.4. Thầy giáo có ba quyển sách Toán khác nhau cho ba bạn mượn (mỗi bạn 
một quyển). Sang tuần sau thầy giáo thu lại và tiếp tục cho ba bạn mượn ba 
quyển đó. Hỏi có bao nhiêu cách cho mượn sách mà không bạn nào phải 
mượn quyền đã đọc ? 

2.5. Bốn người đàn ông, hai người đàn bà và một đứa trẻ được xếp ngồi vào bảy 
chiếc ghế đặt quanh một bàn tròn. Hỏi có bao nhiêu cách xếp sao cho : 

a) Đứa trẻ ngồi giữa hai người đàn bà ? 
b) Đứa trẻ ngồi giữa hai người đàn ông ? 

2.6. Ba quả cầu được đặt vào ba cái hộp khác nhau (không nhất thiết hộp nào 
cũng có quả cầu). Hỏi có bao nhiêu cách đặt, nếu 
_a) Các quả cầu giống hệt nhau (không phân Điệu ? : 

b) Các quả câu đôi một khác nhau ? 


2.7. Có bao nhiêu cách chia 10 người thành 
a) Hai nhóm, một nhóm 7 người, nhóm kia 3 người ? 
b) Ba nhóm tương ứng gồm 5, 3, 2 người ? 
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2.8. Một giá sách bốn tầng xếp 40 quyển sách khác nhau, mỗi tầng xếp 10 
quyển. Hỏi có bao nhiêu cách chọn các quyển sách sao cho từ mỗi tầng có 


a) Hai quyển sách ? 
b) Tám quyển sách ? 


2.9. Cô giáo chia 4 quả táo, 3 quả cam và 2 quả chuối cho 9 cháu (mỗi cháu 
một quả). Hỏi có bao nhiêu cách chia khác nhau ? 


2.10. Một đoàn đại biểu gồm bốn học sinh được chọn từ một tổ gồm 5 nam và 
4 nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn sao cho trong đó có ít nhất một nam và ít 
nhất một nữ ? 


2.11. Có bao nhiêu tam 'giác mà các đỉnh của chúng thuộc tập hợp gồm 10 
điểm nằm trên đường tròn ? v: 


2.12. Một đa giác lồi 20 cạnh có bao nhiêu đường chéo ? 
2.13. Có bao nhiêu tập con của tập hợp gồm 4 điểm phân biệt ? 


2.14. Có bao nhiêu cách xếp chỗ cho 4 bạn nữ và 6 bạn nam ngồi vào 10 ghế 
mà không có hai bạn nữ nào ngối cạnh nhau, nếu 


a) Ghế sắp thành hàng ngang ? 
b) Ghế sắp quanh một bàn tròn ? 
2.15. Chứng minh rằng với 1 < k< ñn, 
CR+! =CÍ +CƑ ¡+...+ CẢ. + CẺ. 


2.16. Sử dụng đồng nhất thức lÈ= _ + 2C7 để chứng minh rằng 


"1 L/j 
12422+..+m - Se] t2Š „ nứt + Un +0, 
k=l k=2 


2.17. Một lớp có 50 học sinh. Cần phân công 4 bạn quét sân trường và 5 bạn xén cây. 
a) Tính số cách phân công bằng hai phương pháp để rút ra đẳng thức 
9 ¬4 4 ¬5 
Cso.Cọ = Cso-Cá6: 
b) Chứng minh công thức Niu-tơn 
C;.CÍ =CšCjE  (n>r>k>0). 
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2.18. Chứng minh rằng nếu ø là số nguyên tố thì với r = 1, 2,..., ø — 1, ta có 


C; chia hết cho n. 


2.19. Trong một đa giác đều bảy cạnh, kẻ các đường chéo. Hỏi có bao nhiêu 


giao điểm của các đường chéo, trừ các đỉnh ? 


2.20. Tìm số các số nguyên dương gồm năm chữ số sao cho mỗi chữ số của số 


đó lớn hơn chữ số ở bên phải nó. 


§3. Nhị thức Niu-tơn 


l; 
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A. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 
Khi khai triển nhị thức (z + b)", ta nhận được công thức 
(u:+:P)? S: Chat % CÌaf Mu ¿4 CÍ ap"Sh + Cnb" () 
(công thức Nhị thức Niu-tơn). 


Trong vế phải của công thức (1) ta có : 

a) Số các hạng tử là m + l ; 

b) Số hạng (hạng tử) thứ & + 1 là C‡ a"~# p*, &=0,1,..: (quy ước đ” =1 
với a z 0). 
c) Số mũ của z giảm dần từ nø đến 0, số mũ của ở tăng dân từ 0 đến ñ, 


nhưng tổng các số mũ của z và Ö trong mỗi hạng tử luôn bằng 0i. 
d) Các hạng tử cách đều hạng tử đầu và hạng tử cuối có hệ số bằng nhau. 


B. VÍ DỤ 


e Ví dụ I 


Khai triển (x — a)” thành tổng các đơn thức. 


Giải 


Theo công thức Nhị thức Niu-tơn ta có 
(x— a) = [x + (-aƑ 
xố + 5x'(—a) + 10x2(~a)2 + 10x2(-a)Š + 5x(a)“ + (—a)Ê 


xà -5x'a+ 10x34? — 10x24” + 5xa? — đồ. 


e Ví đụ 2 


. . 6 
' “ “` ..Ợ 1 
Tìm số hạng không chứa x trong khai triển l2 — 2] số 
ị x 


Giải 


Số hạng tổng quát trong khai triển là 


Ẫ` 
C¿(2x)É”# (-=) 
x 
= C‡26~k(_ ÿ# x6-3k, 
Ta phải tìm & sao cho 6 — 3k = 0, nhận được k = 2. 


Vậy số hạng cần tìm là C£2®”(-0? = 240. 


C. BÀI TẬP 


3.1. Tìm số hạng thứ năm trong khai triển Ề + nh mà trong khai triển đó số 
mũ của x giảm dần. 

3.2. Viết khai triển của '(1 + x)Ế. 
a) Dùng ba số hạng đầu để tính gần đúng 1,015. 
b) Dùng máy tính để kiểm tra kết quả trên. 

3.3. Biết hệ số của x? trong khai triển của (1 + 3x)” là 90. Hãy tìm n. 

3.4. Trong khai triển của (1 + ax)” ta có số hạng đâu là 1, số hạng thứ hai là 
24+, số hạng thứ ba là 252x7. Hãy tìm a và n. 

3.5. Trong khai triển của (x + a))(x — Đ)Š, hệ số của x” là —9 và không có số 
hạng chứa xŸ. Tìm a và b. 
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§4. Phép thử vò biến cố 


A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


Tập hợp mọi kết quả có thể xảy ra của một phép thử được gọi là không gian 
mẫu của phép thử và được kí hiệu là @. Ta chỉ xét các phép thử với không 
gian mẫu © là tập hữu hạn. 


Mỗi tập con A của ©@ được gọi là biến cố. Tập @ được gọi là 'biến cố 
không thể, tập © được gọi là biến cố chắc chắn. 
Nếu khi phép thử được tiến hành mà kết quả của nó là một phần tử của A thì ta 
nói rằng A xảy ra, hay phép thử là thuận lợi cho A. 
Biến cố 4 =Q\A được gọi là biến cổ đối của A. 
A và B đối nhau © A = Ö. 
A xây ra khi và chỉ khi. A không xảy ra. 
Biến cố A (2 8 xảy ra khi và chỉ khi A hoặc B xây ra. 
"Biến cố A © B xảy ra khi và chỉ khi A và B cùng xảy ra. 
Nếu A n B = Ø thì A và B được gọi là hai biến cố xung khắc. 


B. VÍ DỤ 


e Ví dụ 1 
Gieo một con súc sắc cân đối, đồng chất và quan sát số chấm xuất hiện. 
a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố sau : 
A : "Xuất hiện mặt chắn chấm" ;, 
B: "Xuất hiện mặt lẻ chấm" ; 
C : "Xuất hiện mặt có số chấm không nhỏ hơn 3". 


c) Trong các biến cố trên, hãy tìm các biến cố xung khắc. 


66. , 5.BT ĐS&GT 11-B 


Giải 
a) Kí hiệu kết quả "Con súc sắc xuất hiện mặt k chấm” là & 
(k= 1,2,..., 6). Khi đó không gian mẫu là @ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
b) Ta có A={2,4,6}; B=({1,3,5}; C = {t3,4, 5, 6}. 
c) Các biến cố A và Ö là xung khắc, vì A8 = Ø 


e Ví dụ 2 
Từ một hộp chứa 3 bi-trắng, 2 bi đỏ, lấy ngẫu nhiên đồng thời 2 bị. 
a) Xây dựng không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố: _ 

A: "Hai bi cùng màu trắng" ; 

B: "Hai bị cùng màu đỏ" ; 

C: "Hai bi cùng màu” ;. 
- D: "Hai bị khác màu". 

c) Trong các biến cố trên, hãy tìm các biến cố xung khắc, các biến cố 
đối nhau. : nỐ 


Giải 
a) Các bị trắng được đánh số 1, 2, 3. Các bi đỏ được đánh số 4, 5. Khi đó 
không gian mẫu gồm các tổ hợp chập 2 của 5 (số). Tức là 
Q=((1,2}, (1/3), (1,4), {1,5}, {2,3}, {2,4}, (2, 5}, 13,4}, {3,5}, 14,511. 
b) Ta có 
A=({1,2),t13),12,3), 
B={{4,5)1),C=AUB,D=C. 


c) Ta có A¬8= Ø, A¬D =Ø, B¬D =Ø, C¬D =Ø. Do đó A và B 
xung khắc ; D xung khắc với các biến cố A, B, C. 


Vì D=C nên C và D là hai biến cố đối nhau. 


G7 


C. BÀI TẬP 


4.1. Gieo một đồng tiền ba lần và quan sát sự xuất hiện mặt sấp (S), mặt ngửa (M. 
a) Xây dựng không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố : 
A : "Lần gieo đầu xuất hiện mặt sấp" ; 
B: "Ba lần xuất hiện các mặt như nhau" ; 
€ : "Đúng hai lần xuất hiện mặt sấp" ; 


D: "Ít nhất một lần xuất hiện mặt sấp". 


4.2. Gieo một đồng tiền, sau đó gieo một con súc sắc. Quan sát sự xuất hiện mặt 
sấp (S), mặt ngửa (N) của đồng tiền và số chấm xuất hiện trên con súc sắc. 
a) Xây dựng không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố sau : 
A : "Đồng tiền xuất hiện mặt sấp và con súc sắc xuất hiện mặt chắn chấm" ; 
B: "Đồng tiền xuất hiện mặt ngửa và con súc sắc xuất hiện mặt lẻ chấm" ; 
C : "Mặt 6 chấm xuất hiện". 
4.3. Một con súc sắc được gieo ba lần. Quan sát số chấm xuất hiện. 
a) Xây dựng không gian mẫu. 
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b) Xác định các biến cố sau : 
A : "Tổng số chấm trong ba lần gieo là 6” ; 


B: "Số chấm trong lần gieo thứ nhất bằng tổng các số chấm của lần gieo 
thứ hai và thứ ba”. 
§5. Xác suốt của biến cố 
A. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


1. Nếu A là biến cố liên quan đến phép thử chỉ có một số hữu hạn các kết quả 
m(A) 
n(©) 


đồng khả năng xuất hiện thì tỉ số P(A) = được gọi là xác suất của 


biến cố A. Xác suất có các tính chất sau : 

a) P(A)>0,VA;- 

b)P(@)=1; 

c) Nếu A và Ö là hai biến cố xung khắc cùng liên quan đến phép thử thì 


P(A 2B) = P(A) + P(B) 


(công thức cộng xác suất). 
Mở rộng : Với hai biến cố A và B bất kì cùng liên quan đến phép thử thì 
P(A) B) = P(A)+ P(B) - P(A  B). 


2. Hai biến cố A và 8 được gọi là độc lập, nếu sự xây ra của một trong hai 
biến cố không ảnh hưởng đến xác suất xảy ra của biến cố kia. 
Người ta chứng minh được rằng, A và 8 độc lập khi và chỉ khi 
-P(A ¬B)= P(A)P(Đ). 
Ngoài ra, A và 8 độc lập © A và B độc lập ©Avà B độc lập © Ä và B 
độc lập. 


B. VÍ DỤ 


e Ví dụ 1 


Lấy ngẫu nhiên một thẻ từ một hộp chứa 20 thẻ được đánh số từ 1 đến 20. 
Tìm xác suất để thẻ được lấy ghi số 


a) Chắn ; 
b) Chia hết cho 3 ; 


c) Lẻ và chia hết cho 3. 


Giải 
Không gian mẫu © = {1, 2, ..., 20}. Kí hiệu A, 8, C là các biến cố tương 
ứng với câu a), b), c). Ta có : 


a) A = {2, 4, 6,..., 20}, n(A) =10, n(Q) = 20 —= P(A) = mm = 0,5, 


b)8= (3,6,9, 12, 15, 18), P(B)= S = 0,3. 


3 
c)C = {3,2, 15), PC) = 2o =0,15. có 
e Ví dụ 2 
Một lớp có 60 sinh viên trong đó 40 sinh viên học tiếng Anh, 30 sinh 
viên học tiếng Pháp và 20 sinh viên học cả tiếng Anh và tiếng Pháp. 
Chọn ngẫu nhiên một sinh viên. Tính xác suất của các biến cố sau 


a) A : "Sinh viên được chọn học tiếng Anh" ; 


b) 8: "Sinh viên được chọn chỉ học tiếng Pháp” ; 


c) C : "Sinh viên được chọn học cả tiếng Anh lẫn tiếng Pháp” ; 
d) D: "Sinh viên được chọn không học tiếng Anh và tiếng Pháp ". 


Giải 
40 2 30 1 20 1 
Rõ ràng P(4) = CÓ = Š, P8) = CC =2 và P(A 1B) = S =s. 
SA) E Ea PỤ) = =2 và PỤA 8) 3 


60 
Na“ 2.1 15 
Từ đó P(A © 8) = PA) + PŒ) ~ PA 5 B)= 2+2 3"€6 
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1 
P 
Đó là xác suất chọn được sinh viên không học cả tiếng Anh lẫn tiếng Pháp. 


và P(Ð) = PA B) = P(AO B) =1 ~PAA+)B)= 1~Š = 


® Ví dụ 3 
Gieo một con súc sắc cân đối và đồng chất hai lần. Tính xác suất sao cho 


tổng số chấm trong hai lần gieo là số chẵn. 


Giải 
Kí hiệu A : "Lần đầu xuất hiện mặt chắn chấm" ; 
B: "Lần thứ hai xuất hiện mặt chẩn chấm "; 
C : "Tổng số chấm trong hai lần gieo là chắn". 
Ta có C= AB v2 AB. Dễ thấy AB và A.B xung khắc nên 
P(C) = P(AB) + P[AB ). 


Vì A và ðB độc lập nên Avà PB cũng độc lập, do đó 


P(C)= P(A)P(B)+P(4)P(B)=3:z*z:3=3 


22 2 
C. BÀI TẬP 


5.1. Một tổ có 7 nam và 3 nữ. Chọn ngẫu nhiên hai người. Tìm xác suất sao cho 
trong hai người đó : 
a) Cả hai đều là nữ ;, 
b) Không có nữ nào ; 
©) Ít nhất một người là nữ ; 
đ) Có đúng một người là nữ. 
5.2. Một hộp chứa 10 quả cầu đỏ được đánh số từ 1 đến 10, 20 quả cầu xanh 


được đánh số từ 1 đến 20. Lấy ngẫu nhiên một quả. Tìm xác suất sao cho 
quả được chọn : 


a) Ghi số chăn ; 
b) Màu đỏ ; 
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c) Màu đỏ và ghi số chắn ; 
đ) Màu xanh hoặc ghi số lẻ. 


5,3. Có 5 bạn nam và 5 bạn nữ xếp ngồi ngẫu nhiên quanh bàn tròn. Tính 
xác suất sao cho nam, nữ ngồi xen kế nhau. 


5.4. Kết quả (b, c) của việc gieo con súc sắc cân đối và đồng chất hai lần, trong 
đó b là số chấm xuất hiện trong lần gieo đầu, c là số chấm xuất hiện ở lần 
gieo thứ hai, được thay vào phương trình bậc hai 

-x +bx+c=0. 
Tính xác suất để 
a) Phương trình vô nghiệm ; 
b) Phương trình có nghiệm kép ; 
c) Phương trình có nghiệm. 

5.5. Một hộp chứa 10 quả cầu được đánh số từ 1 đến 10, đồng thời các quả từ 1 
đến 6 được sơn màu đỏ. Lấy ngẫu nhiên một quả. Kí hiệu A là biến cố : 
"Quả lấy ra màu đỏ”, B là biến cố : "Quả lấy ra ghi số chắn”. Hỏi A và B có 
độc lập không ? 

5.6. Một con súc sắc cân đối và đồng chất được gieo hai lần. Tính xác suất 
sao cho 
a) Tổng số chấm của hai lần gieo là 6. 

b) Ít nhất một lần gieo xuất hiện mặt một chấm. 
5.7. Trong kì kiểm tra chất lượng ở hai khối lớp, mỗi khối có 25% học sinh 


trượt Toán, 15% trượt Lí và 10% trượt cả Toán lẫn Lí. Từ mỗi khối chọn 
ngẫu nhiên một học sinh. Tính xác suất sao cho 


a) Hai học sinh đó trượt Toán ; 
b) Hai học sinh đó đều bị trượt một môn nào đó ; 
c) Hai học sinh đó không bị trượt môn nào ;ˆ 
đ) Có ít nhất một trong hai học sinh bị trượt ít nhất một môn. 
5.8. Cho A và Ö là hai biến cố độc lập với P(4) = 0,6 ; P(B) = 0,3. Tính 
Aa) P(A 2B); 
b) P(AU Đð). 
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3.9. Từ một cỗ bài tú lơ khơ gồm 52 con, lấy ngẫu nhiên lần lượt có hoàn lại từng 


1. 


con cho đến khi lần đầu tiên lấy được con át thì đừng. Tính xác suất sao cho 
a) Quá trình lấy dừng lại ở lần thứ hai ; 
b) Quá trình lấy dừng lại sau không quá hai lần. 


Bài tập ôn chương II 


Xếp ngẫu nhiên ba người đàn ông, hai người đàn bà và một đứa bé vào ngồi 
trên 6 cái ghế xếp thành hàng ngang. Tính xác suất sao cho 


a) Đứa bé ngồi giữa hai người đàn bà ; 
b) Đứa bé ngồi giữa hai người đàn ông. ` 
Cũng hỏi như bài 1 nhưng 6 ghế được xếp quanh bàn tròn. 
Có bao nhiêu cách xếp 7 người vào hai dấy ghế sao cho dãy ghế đầu có 4 
người và dãy sau có 3 người. 
Chứng minh rằng : 
a) Cjh1 = _C› (<m<n); 
b) C m+n = €n— | + Ca m+n-]? { <S mm). 


Tính xác suất sao cho trong 13 con bài tú lơ khơ được chia ngẫu nhiên cho 
bạn Bình có 4 con pích, 3 con rô, 3 con cơ và 3 con nhép. 


Giả sử A và B là hai biến cố và EO)-PrĐ = a. Chứng minh rằng 
_ P(AnB) 1 
—————_—=lÌ-a; b) — < a<. 
9) PAA)+ P@) — 47 2S 


Hai hộp chứa các quả cầu. Hộp thứ nhất chứa 3 quả đỏ và 2 quả xanh, hộp 


thứ hai chứa 4 quả đỏ và 6 quả xanh. Lấy ngẫu nhiên từ mỗi hộp một quả. 
Tính xác suất sạo cho 


a) Cả hai quả đều đỏ ; 
b) Hai quả cùng màu ; 


c) Hai quả khác màu. 
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LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ CHƯƠNG II 


§1. 


1.1. Theo quy tắc nhân, có 5 x 4 x 3 = 60 cách chọn. 
1.2. Áp dụng quy tắc nhân, có 
8 x6 = 48 cách chọn. 
1.3. a) Có 5 cách chọn chữ số hàng đơn vị là số chắn. 
Có 9 cách chọn chữ số hàng chục. 
Theo quy tắc nhân, có 5 x 9 = 45 số chắn gồm hai chữ số. 
b) Có 5 cách chọn chữ số hàng đơn vị là số lẻ. 
Có 9 cách chọn chữ số hàng chục. 
Vậy có 5 x 9 = 45 số lẻ gồm hai chữ số (có thể giống nhau). 
c) Có 5 cách chọn chữ số hàng đơn vị là số lẻ ; 
Có 8 cách chọn chữ số hàng chục mà khác chữ số hàng đơn vỊ. 
Vậy có 5 x 8 = 40 số lẻ gồm ) hai chữ số khác nhau. 
đ) Số các số chắn có hai chữ số, tận cùng bằng 0 là 9. 
Để tạo nên số chắn không chắn chục, ta chọn chữ số hàng đơn vị khác 0. 
Có 4 cách chọn. Tiếp theo chọn chữ số hàng chục. Có 8 cách chọn. Vậy 
theo quy tắc cộng và quy tắc nhân, ta có 
9+8x4=4l 
số chắn gồm hai chữ số khác nhau. 
1.4. a) Có 10 cách chọn người đàn ông. Khi đã chọn người đàn ông rồi, chỉ có 
1 cách chọn người đàn bà là vợ của người đàn ông đó. Vậy có 10 cách. 
b) Có 10 cách chọn người đàn ông. Khi đã chọn người đàn ông rồi, có 
_9 cách chọn người đàn bà không là vợ của người đàn ông đó. Vậy có 
10 x 9 =90 cách chọn. 


1.5. Phân tích số 360 thành tích các thừa số nguyên tố 360 = 2”. 3”. 5. Số đ là 

ước của 360 phải có dạng đ = 2”. 3”. 5 với 0 <m <3,0 <Sn<2,0<p< 1. 

- Vậy theo quy tắc nhân, ta có (3 + 1) (2 + 1) (1 + 1) = 24 ước nguyên dương 
của 360. 
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1.6. 


Nếu viết 00345 thì ta hiểu đó là số có ba chữ số 345. Với quy ước như vậy 
ta lí luận như sau : Từ dãy hình thức ***** ta lần lượt thay dấu * bởi các 
chữ số. Chữ số 3 có 5 cách đặt, khi đã đặt số 3, có 4 cách đặt số 4, có 3 
cách đặt số 5. Khi đã đặt xong các số 3, 4, 5 rồi còn hai chỗ nữa. Ta có 7 
cách đặt một trong 7 số còn lại vào chỗ dấu * đầu tiên tính từ bên trái và 7 
cách đặt chữ số vào dấu * còn lại. Vậy theo quy tắc nhân, có 5. 4. 3. 7. 7 = 2940 
số nguyên dương không vượt quá 100000 mà chứa một chữ số 3, một chữ 


_ số 4 và một chữ số 5. 


1.7. 


1.8. 


1.9. 


Có 5 cách đi từ A4 đến 8. Đến ð rồi, có 4 cách trở về 4 mà không đi qua 
con đường đã đi từ A đến B8. Vậy có 5. 4 = 20 cách đi từ A đến B rồi trở về 
A mà không đường nào đi hai lần. 
Có 9 số nguyên dương gồm một chữ số ; 
Có 9.9 số nguyên dương gồm hai chữ số khác nhau ; 
Có 9.9.8 số nguyên dương gồm ba chữ số khác nhau. 
Vậy số các số cần tìm là 
9+9,9+9.98= 738. 
Theo quy tắc nhân có 10.5.4 = 200 cách chọn. 


1.10. Kí hiệu A và Ö lần lượt là tập các học sinh đăng kí môn bóng đá và cầu 


lông. Ta có A\J B8 = 40. Theo quy tắc cộng mở rộng ta có 
n(A SB) = n(A) + n(B) ~ n(A \) B) 


30+ 25 - 40 = 15. 
Vậy có 15 em đăng kí chơi hai môn thể thao. 


§2. 
2.1. Có 6! = 720 cách bày bánh kẹo. 
2.2. Để xác định, các ghế được đánh số thứ tự từ 1 đến 10 tính từ trái sang phải. 


a) Nếu các bạn nam ngồi ở các ghế ghi số lẻ thì các bạn nữ ngồi ở các ghế còn 
lại. Có 5! cách xếp bạn nam, 5! cách xếp bạn nữ. Tất cả có (5Ÿ cách xếp. 
Nếu các bạn nam ngồi ở các ghế ghi số chẩn, các bạn nữ ngồi ở các ghế còn 
lại thì có (51) cách xếp nam và nữ. Vậy có tất cả 2. (5!)” cách xếp nam nữ 
ngồi xen kẽ nhau. 
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b) Các bạn nam được bố trí ngồi ở các ghế từ k đến k + 4, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Trong mỗi trường hợp có (5) cách xếp nam và nữ. Vậy có 6.(5))” cách 
xếp mà các bạn nam ngồi cạnh nhau. 

2.3. a) Có 2.. 9 = 18 cách xếp chỗ cho An và Bình ngồi cạnh nhau, 8 bạn kia 
được xếp vào 8 chỗ còn lại. Vậy có 8! cách xếp 8 bạn còn lại và do đó có 
18.8! cách xếp sao cho An, Bình ngồi cạnh nhau. 

b) Có 10! cách xếp chỗ ngồi cho 10 bạn. Từ đó có 10! — 18.8! = 72.8! cách 
xếp chỗ cho 10 bạn mà An và Bình không ngồi cạnh nhau. 


2.4. Để xác định, ba bạn được đánh số 1, 2, 3. Kí hiệu A, là tập hợp các cách cho 
mượn mà bạn thứ ¡ được thầy giáo cho mượn lại cuốn đã đọc lần trước 
(= 1,2, 3). Kí hiệu X là tập hợp các cách cho mượn lại. Theo bài ra cần tính 


n[XX\(Ai2A4;O4a)]|. ~ 
Ta có n(Áq Q2 Ás (2 A3) = n(Ä1) + n(42) + n(Á3) — n(Áy 4a) — 
— n(Ái O A3) — n(Á¿ O A3) + n(Ái SA Á¿ O A3) 
=2!+2!l+2!-1—l1-1+1=4, 
nŒ = 3! = 6. 
Từ đó n{XY\(A¡2A;2A3)]=6—4=2. 

2.5. a) Xếp hai người đàn bà ngồi cạnh nhau. Có 2 cách. Sau đó xếp đứa trẻ 
ngồi vào giữa. Có 1 cách. Xếp 4 người đàn ông vào 4 ghế còn lại. Có 4l 
cách. Theo quy tắc nhân, có 2. 4! = 48 cách. 

b) Đầu tiên chọn hai người đàn ông. Có C cách. Xếp hai người đó ngồi cạnh 
nhau. Có 2 cách. Sau đó xếp đứa trẻ vào giữa. Có 1 cách. Xếp 4 người còn lại 
vào 4 ghế còn lại. Có 4! cách. Vậy theo quy tắc nhân, có C¿ .2.4! = 288 cách. 


2.6. a) Trong trường hợp này, số cách đặt bằng số các nghiệm (xị, x;, x;) nguyên, 
không âm của phương trình xị + x; + xạ = 3. Từ đó, đáp số cần tìm là Cỷ = 10. 
b) Quả thứ nhất có 3 cách đặt ; 
Quả thứ hai có 3 cách đặt ; 
Quả thứ ba có 3 cách đặt. 
Vậy số cách đặt là 3Ÿ = 27. 
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2.7. a) Chọn 7 người từ 10 người để lập một nhóm, ba người còn lại vào nhóm 
khác. Vậy số cách chia là Cị. 


b) Tương tự, kết quả là C¡n.C§. 


2.8. a) Có Cầ cách chọn hai quyển từ tầng thứ È, k = 1, 2, 3, 4. Vậy có tất cả 
(C?)! cách chọn. 


b) Tương tự, có (CŠ )' = (C22)! cách chọn. 


2.9. Đầu tiên coi các quả là khác nhau. Do vậy có 9! cách chia. Nhưng các quả 
cùng loại (táo, cam, chuối) là giống nhau, nên nếu các cháu có cùng loại 
quả đổi cho nhau thì vẫn chỉ là một cách chia. Vì vậy, số cách chia là 

QI 


———= i20. 
413121 
Có thể giải theo cách khác như sau : 
Chọn 4 trong 9 cháu để phát táo. Có Cÿ cách. Chọn 3 trong 5 cháu còn lại 
để phát cam. Có C$ cách. Chuối sẽ phát cho hai cháu còn lại. và có 
lên c3 =1260 cách. 
2.10. Kí hiệu X là tập hợp các đoàn đại biểu, 4, B lần lượt là tập các c đoàn đại 
biểu gồm toàn nam và toàn nữ. Theo bài ra, cần tìm 
n[X*x(AOðB)]= nŒ) — n(A U B) = nŒ) — n(A) — m(B) 
_Ta có n(X) = Cổ, n(A) = C$, n(B) = CẢ. 
Vậy - — n[X\(AUB)]= Cổ — CŸ — C2 = 120. 
2.11. Cứ ba điểm dựng được một tam giác. Vì vậy có thể dựng được Cả = 120 
tam giác. 
2.12. Số đoạn nối hai đỉnh của đa giác đã cho là Câ, số cạnh của đa giác là 20. 
Vậy số đường chéo là Cfa — 20 = 170. 
2.13. Số tập con của tập hợp gồm bốn điểm là 
C§ỹ +1 +C2 +C +C2 =16. 
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2.14. a) Xếp 6 nam vào 6 ghế cạnh nhau. Có 6! cách. Giữa các bạn nam có 5 


khoảng trống cùng hai đầu dãy, nên có 7 chỗ có thể đặt ghế cho nữ. Bây 
giờ chọn 4 trong 7 vị trí để đặt ghế. Có C2 cách. Xếp nữ vào 4 ghế đó. Có 
4! cách. Vậy có ó†. Cÿ. 4! = 120.7! cách xếp mà không có hai bạn nữ nào - 
ngồi cạnh nhau.. 

b) Xếp 6 ghế quanh bàn tròn rồi xếp nam vào ngồi. Có 5! cách. Giữa hai nam 
có khoảng trống. Xếp 4 nữ vào 4 trong 6 khoảng trống đó. Có A cách. 


“Theo quy tắc nhân, có 5! A = 43200 cách. 


2.15. Ta có 

k+] k k+] 

+] — C, + C. 
k+l k k+I 

C, — C1 + C?T 
k+l _ mxk k+I 
k+2 = Ckịi † Ciịi .. 

Na k+1 k k k k+1 — 
Từ đó C?.1 = Cp + Cn_¡ +...+ Cỳ¿i + C7. 


_— ¬k k- k k 
= Cặ + ¡†+...+Cj¿¡ + Cỳ. 


2.16. Ta có A = Ð' k2 = Š` CÌ +2" CỆ. Kết hợp với bài tập 2.15, ta được 


k=l k=l1: k=2 : 
nín+l) _ (n— n(n+]) - nín + l)(2n + ]) 
nHE TT 8 TU ST TT TT" 


2.17. a) Cách thứ nhất. Chọn 9 bạn trong 50 bạn để làm trực nhật. Có Cần cách. 


- Khi đã chọn được 9 bạn rồi, chọn 4 trong 9 bạn đó để quét sân. Có Ca cách. 
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Từ đó, theo quy tắc nhân, có Cổn. Cø cách phân công. 

Cách thứ hai. Chọn 4 trong 50 bạn để quét sân,.sạu đó chọn 5 trong 46 bạn 
còn lại để xén cây. Vậy có Cáo. Các cách phân công. | 
Từ đó ta có đẳng thức cần chứng minh. 


b) Lập luận tương tự. 


2.18. Có thể chứng minh dễ dàng đẳng thức sau 
rCÿƒ =nC;"I Œ=1,2,...,n— 1). 
Vì ø là số nguyên tố và r < n, nên ø là ước của C7. 
2.19. Mỗi giao điểm của hai đường chéo ứng với một và chỉ một tập hợp gồm 4 
điểm từ tập hợp 7 đỉnh của đa giác. Vậy có C7 = 35 giao điểm. 


2.20. Có C¡a cách chọn 5 chữ số khác nhau để lập số cân thiết. Nhưng khi đã 
có 5 chữ số khác nhau rồi, chỉ có một cách xếp 5 chữ số đó để tạo nên số 
cần thiết. Vậy có Ca = 252 số. 


§3. 


3.1. Số hạng thứ k + 1 trong khai triển là 
k 

k ,10-k[ 2 
f¿y+¡ = CloX (2) : 


2t l6 | 
Vậy í„ = Cñx!9 4|“ | =210.x5x— = 3360x7.: 
57 10 "Áx x4 


Đáp số : t= 33602. 
3.2. (1+ xế =1+6x + 15x? + 20x) + 15x” + 6x +xế, - 
a) L0 = (1+0,01)5 ~ 1 +6x0/01+ 15x (0,01 = 1/0615. 
s b) Dùng máy tính ta nhận được _ 
| 1,01” ~ 1,061520151. | 
3.3. Số hạng thứ & + 1 của khai triển là _ 
fyuyi = Cỷ (3x). Vậy số hạng chứa x” là Í+ .= C?9.x”. Theo bài ra ta có 
9.C? =90 œ C2 =10 n=5.. 
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3.4. Ta có (1+ ax)" =1+ CÌax + C2a?x? + 


Theo bài ra 
=24 
C]a = 24 na =2 : —[m lê 
_— => 
C2a? = 252 — |EE=Đ# -zs; @œ=Đa=21 ` [n=8. 


3.5. Số hạng chứa x” là (Cÿ.C?(—b)2 + C}a.CẢ(—b) + C?a?Cÿ)x? 


Số hạng chứa xỞ là (Cÿ.C}(—b) + Cja.Cÿ) xŸ. Theo bài ra ta có 


bọ, 

[1582 ~ 18ab + 3a? = ~9 a=2b b= 

=> => 
-6b + 3a = 0 


§4. 
4.1. a) Không gian mẫu có dạng 
Q= {SSS, SSN, SMS, N$S, SNN, NSN, NNS, NNN }. 
b) A = { S5, SMS, SN, SNN } ; 
= {SSS, NNN} ; 
= {SSN,SNS, NSS} ; 
D={ NNN }= QV\{ NNN }. 


4.2. a) O = (S1, %2, S3, S4, $5, S6, M1, N2, N3, N4, N5, N6). 
b) A = (S2, §4, S6} ; _ 
={NI, N3, N5]; 
= (S6, N6). 
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4.3. a)Q = {(,7, k) ỊI <¡,j,k <6}, gồm các chỉnh hợp chập 3 của 6 (số chấm). 


b)A = {(1, 1,4), (1,4, 1), (4, 1, 1), (1, 2, 3), (2, 1, 3), (1, 3, 2), (2, 3. 1), 
(3 1a2)./É33,21)022502112 


B=10.I.1),@G.1,2);,2, D, (4,1,3), 3, 1); 2, 2), @, 1,4), 
(5, 4, L), (5, 2, 3), , 3, 2), (6, 1, 5), (6, 5, 1), (6, 2, 4), (6, 4, 2), (6, 3, 3)). 


'§5. 


5.1. Số cách chọn là Cƒ,. Kí hiệu 4, là biến cố : " Trong hai người đã chọn, có 
đúng * nữ ”, k =0, 1, 2. 


Ộ 
a) Cẩn tính PÙ), Ta có PAJ)= TU) 6 „2 


n©) C2 45 15” 
“.... 
-b) Tương tự, P(Áo) = —2— 2z “ 1s: 
Cịo. 
: ¬ 7.8 
c) P(Ao) =1~ P(Ao)= 1— 1z = Ta- 
: E6): ØT:.. 7 
đ) PA) = <2? =“ =xc. 
san 45_ 15 


5.2. Rõ ràng trong hộp có 30 quả với 15 quả ghi số chắn; 10 quả màu đô, 5 quả 
màu đỏ ghi số chắn, 25 quả màu xanh hoặc ghi số lẻ. Vậy theo định nghĩa 


15- 10 1 

P(A)= —=~: b) P(PB)= —=_— ; = 
Đ0U) 30 2 £P Vệ 30 3 : ˆ 
| 51 .25_ 5 

P(C)=—=-—; d) P(D) = “—“ == ; 
Lá: 30 6 ĐPNHH 30 6 


trong đó A, B, C, D là các biến cố tương ứng với các câu a), b), c), đ)... 
5.3. Số cách xếp quanh bàn tròn là ø(€3) = 9!. 
Kí hiệu A là biến cố : "Nam nữ ngồi xen kế nhau". 
: 415! 
Ta có n(A)=4151 và -PAA)= T008. 


.6. BT ĐS&GT 11 - A hÃi 


5.4. Không gian mẫu © = {(b, c) : 1 < b, c < 6}. Kí hiệu A, B, C là các biến cố 
cần tìm xác suất ứng với các câu a), b), c). Ta có A = ðˆ - Ác. 
3) A ={(b,e) €Q|bˆ=4e<0]} 
= {(1, 1),(1,2),..., (1, 6), (2, 2), ... (2, 6), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), 
(4, 5), (4, 6)}. _ 
n(A)=6+5+4+2=11, P(A)= s 
b) 8 = {(b, c) e Q | b” - 4c =0} 
={@, ),(4,4)}. 


Từ đó P@Œ) = + = +, 
36 ; 18 
TĂ- I7 19 
C= A. Vậy P(C) = l—-— =—-. 
c) y P(C) 36 36 


5.5. Kí hiệu A là biến cố : "Quả lấy ra màu đỏ" ; 
B là biến cố "Quả lấy ra ghi số chắn". 
a) Không gian mẫu © = {1,2,..., 10} ; 
A= {1,2, 3, 4, 5, 6}. 
Từđó  P(4)= _ = h 
Tiếp theo, B= {2, 4, 6, 8,10} và An B= {2,4,6}. Do đó - 


5 


| 
P(#)=T8=3: 


Ta thấy P(AB) = — = § ->= P(A)P(B), vậy A và B độc lập. 


| 2 
5.6. Rõ ràng 2 = {Œ,j): 1<¿,7< 6}. 
Kíhiệu 4; : "Lần đầu xuất hiện mặt 1 chấm" ; 
Bị : "Lần thứ hai xuất hiện mặt 1 chấm” ; 
C : "Tổng số chấm là 6" ; "¬ 
D: "Mặt 1 chấm xuất hiện ít nhất một lần" ; 


82 : 6. BT ĐS&GT 11 -B 


. "= 
a) Tả có € = {(1, 5), (5, 1), (2, 4), (4, 2), (3, 3) }, P(C) = 2S 
b) Ta có 4¡, Bị độc lập và D = 4¡ (2 Bị nên 
P() = P(A) + P(Bị) - P(A,BI) 
¬ Ha 
| 6 6 6 6 3% ¬¬ 
5.7. Kí hiệu Á¡, Á4;, 4; lần lượt là các biến cố : "Học sinh được chọn từ khối 7 
trượt Toán, Lí, Hoá" ; Bị, B;, B; lần lượt là các biến cố : "Học sinh được 


chọn từ khối 7J trượt Toán, Lí, Hoá". Rõ ràng với mọi (, j), các biến cố 
4; và B, độc lập. 


a) Cẩn tính P(A,B¡). Ta có P(A,B,) = P(A)P(B)= TT =- 


| 4 4 16 
b) Xác suất cần tính là P((A ©2 Á; ©2 4;) (Bị (2B; © B))): 
= P(Ai A; 2 A;).P(Bị Ó By Ó By) = 


c) Đặt A = Ái Á; (2 A;, B = Bị 2 B, |2 Bị. Cân tính P(A 


Z_ 2 
| — 


và B độc lập, ta có rịa ¬ B) = P(3)P(5) =[I- P(J)Ÿ = 


- đ) Cần tính P(A \2 8). 
Ta có P(A U B) = P(A) + P(B) ~ P(AB)_ 
_1 113 


"..—" 
5.8. a) P(A 2 B) = P(A)+ P(B) — P(AB) = P(A) + P(B)- P(A)P() 
=0,6+0,3-— 0,18 = 0,72. 


b) P(A 28) =1~ P(AB) = 1 ~ 0,18 = 0,82. 
5.9. Kí hiệu Á¿ : "Lần thứ k lấy được con át”, k > 1. Rõ ràng 4¡, 4; độc lập. 


46 4, 
52 52 
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a) Ta cần tính PA S A¿). Ta có P(Ái ¬ A¿) = P(A ¡)P(A›) = 


b) Theo bài ra cần tính 
P(A)) + P(An As) = 
4.48 4. 


—+— 0,15. 
52 5252 


Bài tập ôn chương lÏ 
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. Không gian mẫu gồm các hoán vị của 6 người. Vậy n(©) = 6F. 


Kí hiệu A là biến cố : "Đứa bé được xếp giữa hai người đàn bà" ; 
B là biến cố : "Đứa bé được xếp giữa hai người đàn ông”. 
a) Để tạo nên một cách xếp mà đứa bé được xếp giữa hai người đàn bà, ta 
tiến hành như sau : 
- Xếp đứa bé ngồi vào ghế thứ hai đến ghế thứ năm. Có 4 cách. 
- Ứng với mỗi cách xếp đứa bé, có 2 cách xếp hai người đàn bà. 
— Khi đã xếp hai người đàn bà và đứa bé, xếp ba người đàn ông vào các chỗ 
còn lại. Có 3! cách. 
Theo quy tắc nhân, ta có n(A) = 4.2.3! = 48. 
Từ đó ' P(A) = 4B 1, 
6! 15 
b) Để tạo nên một cách xếp mà đứa bé ngồi giữa hai người đàn ông, ta tiến 
hành như sau : 
— Xếp đứa bé vào các ghế thứ hai đến thứ năm. Có 4 cách. 
— Chọn hai trong số ba người đàn ông. Có C7 = 3 cách. 
— Xếp hai người đàn ông ngồi hai bên đứa bé. Có 2 cách. 


— Xếp ba người còn lại vào ba chỗ còn lại: 'Có 3! cách. Theo quy. tắc nhân, 
ta có 
n(B) =4. CŸ .2.31= 14A. 
144 1 


Vậ P(B)= —— =-. 
ý Œ= co 


. _ Số cách xếp 6 người quanh bàn tròn là 5!. Vậy không gian mẫu có 5! = 120 


phần tử. _ 

a) Tính n(4) : 

— Có ] cách xếp đứa bé ; 

— Có 2 cách xếp hai người đàn bà ngồi hai bên đứa bé ; 


— Có 3! cách xếp ba người đàn ông. 


Vậy n(A)= 2.31 = 12. 
Tlừđó — P(4)=-~S=-k, 
120. 10 
b) Tương tự 
n(B) =1. Cï .2.3!=36. 
P()= 36 _ 3, 
120 10 


Chọn 4 người để xếp vào 4 ghế ở dãy đầu : có A7 cách. Còn lại 3 người 


xếp vào 3 ghế ở dãy sau : có 3! cách. 


Vậy có tất cả A7.3! = 5040 cách xếp. 
. _ HD. Dùng công thức tính số tổ hợp. 


Số cách rút ra 13 con bài là C]?. Như vậy ø(Q) = Cỹ. 


Kí hiệu A : "Trong 13 con bài có 4 con pích, 3 con rô, 3 con cơ và 3 con nhép”. 


3a — 13I 
Tacó © n(A)= C?Í.C3C =——- 
3/7976 Atap8 
| 
13`— ~0,000002. 


Vạ P(A)=————~ 
¬¬ 4139. 


a) Vì P(A ¬ B) = P(A) + P(Œ) - P(A U B) nên 


P(ASB)__ P(A)+ P(B)- P(A J B) _ 


P(A)+P(B) ˆ P(A) + P(B) 
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b) Vì P(A ¿2 B) = P(A) + P(B) - P(A  B) < P(A) + P(B) 


P(A \) B) 


2= D(A)+ P(B) — 


nên 


Mặt khác, 2P(A +2 8) = P(A L2 B) + P(A UV) B) > P(A) + P(B). 


P(AUB) _ 1 
2Z=————>-. 
P(A) + P(B) “ 2 


Vậy 
5 c. „l 
Kết hợp với (1), ta có 2 Sa<STI. 


7.Kíhiệu A: "Quả lấy từ hộp thứ nhất màu đỏ" ; 
B: "Quả lấy từ hộp thứ hai màu đỏ”. 
Ta thấy A và B độc lập. 


a) Cần tính P(A¬ 8). Ta có P(A ¬ B)= P(A) P(@) = 


C{h| C2 


4+ 
"10 
b) Cần tính xác suất của € = (A ¬ 8)  (A O Ö). 
Do tính xung khắc và độc lập của các biến cố, ta có 
P(C) = PA) P(@) + P(A)P(B) 
3 4 26 
= —.— + —.— = 
5'10 ` 5 '10 
c) Cần tính P(C). Ta có P(C) = 1 - P(C) = 1 - 0,48 = 0,52. 


0,48. 


S6 


= 0,24. 


q) 


hương II. DÃY SỐ 
CẤP SỐ CỘNG VÀ CẤP SỐ NHÂN 


§1. Phương phớp quy nạp toán học 


A. KIẾN THỨC CẦN NHÓỚ 


4. Để chứng minh một mệnh đề là đúng với mọi ¡ e Ñ* bằng phương pháp 
quy nạp toán học, ta tiến hành hai bước : 
Bước I : Kiểm tra rằng mệnh đề đúng với ø = l. 
Bước 2 : Giả thiết mệnh đề đúng với một số tự nhiên bất Kì ø = k (k > 1) (ta 
gọi là giả thiết quy nạp) và chứng minh rằng nó cũng đúng với ø = k + l1. 

2. Trong trường hợp phải chứng minh một mệnh đề là đúng với mọi số tự 
nhiên rw > p (p là số tự nhiên) thì : 
e Ở bước 1, ta kiểm tra mệnh đẻ đúng với n = p. 
® Ở bước 2, ta giả thiết mệnh đề đúng với một số tự nhiên bất kì w = k (k > p) 
và chứng minh rằng nó cũng đúng với n = k + I. 


3. Phép thử với một số hữu hạn số tự nhiên, tuy không phải là chứng minh, 
nhưng cho phép ta dự đoán được kết quả. Kết quả này chỉ là giả thiết, và để 
chứng minh ta có thể dùng phương pháp quy nạp toán học. 


'B. VÍ DỤ 


e Ví dụ 1 
Chứng minh rằng 


12+ 2.5 +3.8 +... + n(n — 1) = nứt + 1) với n e Ñ*, 


Giải 
Bước 1 : Với n = 1, vế trái bằng 1.2 = 2, vế phải bằng 1⁄1+1)=2. 
Hệ thức (1) đúng. 
§7 
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Bước 2 : Đặt vế trái bằng S„. 
Giả sử hệ thức (1) đúng với n = k > 1, tức là : 
| Š= 12+ 2.5 +... + k(3k ~ 1) = k + 1) (giả thiết quy nạp). 
Ta phải chứng minh rằng (1) cũng đúng với ø = k + L tức là : 
%,¡=Œ+ DĐ +2). _ 
Thật vậy, từ giả thiết quy nạp ta có 
Ÿ¡=% + + D [3Œ + 1) — 1]= #@Œ + ) + + 1) (3k +2) 
=(k+ 1) #Ÿ+3k+ 2) = (+ U” k+2)... 
Vậy hệ thức (1) đúng với mọi ø e Ñ*, 


e Ví dụ 2 
Chứng minh rằng 


-'' — n chia hết cho 7 với mọi nñ e Ñ*. 


Giải 
Đặt A„= m —n. 
Khi ø = I thì A¡ = 0, chia hết cho 7. 
Giả sử đã có 
A¿= (kÏ—k) : 7 (giả thiết quy nạp). 
Ta phải chứng mình A,,¡ : 7, tức là (k + IM —(k+l1):7. 
Thật vậy, áp dụng công thức Nhị thức Niu-tơn ta có 
Agi=(+ DĐ ~(@+ 1) =k” + 7M” + 218) + 35K + 35 +21#ˆ + 7k + 1— k— 1 
=kT~k+7 (Ê + 3 + 5K + 5k + 3ˆ + k). 
Theo giả thiết quy nạp thì A¿ = k ~ k chia hết cho 7, do đó | 
Agi 7. 


Vậy n' —n chia hết cho 7 với mọi w e Ñ*. 


e Ví dụ 3 
Chứng minh rằng 


V2+v2+..+ 2 =2cos——. - @) 


`¬——_— “ 
n dấu căn v 


2n+l 


Giải 
Đặt vế trái của hệ thức (3) bằng C„. 
Khi ø = 1, vế trái bằng v/2, vế phải bằng 2cos = 42; hệ thức (3) đúng. 
Giả sử hệ thức (3) đúng với w = k > 1, tức là 
T 

Cy = 2C08 0T - 

Ta phải chứng minh ˆ 
¬ 
Cy.¡ = 205 022 


Thật vậy, từ giả thiết quy nạp ta có 


- : n 
Cry.ì =42+(Œ, = 2+ 205 12T 


Vậy hệ thức (3) đã được chứng minh. 


e Ví dụ 4 - - 
Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên ø > 3 ta có 


.3">n” + Án +5. 


Giải 
Với n = 3, vế trái bằng 27, còn vế phải bằng 26. 
Bất đẳng thức (4) đúng. 
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Giả sử bất đẳng thức (4) đúng với n = k > 3, tức là 
3“ > k” + 4k + 5. (4) 
Ta phải chứng minh nó cũng đúng với » = k + 1, tức là 


3! 3 (+ 1+ 4+1) +5. 


_ Thật vậy, nhân hai vế của bất đẳng thức (4) với 3 ta có 


3ˆ ` 3/2 + 12E + 15 =(k+ 2+ 4( + 1) + 5 + 282 + 6k + 5. 
Vì 2# + 6k + 5 > 0 nên | 
3*†!>(g+1)2+4Œ+1)+5. 
Bất đẳng thức (4) đã được chứng minh. 


e Ví dụ 5 
Chứng minh bất đẳng thức 


a" +" » a+bY 
2 2 


trong đó a, b là các số dương và n e Ñ*. 


Giải 
Trước hết nhận xét rằng nếu z = b thì bất đẳng thức (5) xảy ra dấu bằng 
(=) với mọi n e Ñ*. 
Giả sử a # b. 
Nếu n = 1 thì bất đẳng thức (5) đúng và dấu bằng (=) xảy ra. 


Ta sẽ chứng minh với n > 2 thì bất đẳng thức (5) đúng, bằng phương pháp 
quy nạp. Thật vậy : 


2 p”2, 
Với nø = 2 thì (5) có dạng Ê _ : 


Rõ ràng bất đẳng thức này đúng và dấu bằng không xảy ra. 


2 
) hay (2 — b)” > 0. 


Giả sử bất đẳng thức (5) đúng với a # b và n = k > 2, tức là 


a* + p* (“;°] l 
> . 


2 2 


Nhân hai vế của bất đẳng thức này với a + b > 0, ta có 


k k k+l 
a +b (a+b> #2 T— 
k+l k k k+l k+l 
a +ab+ab +b (a+b) : 
Vì a*t! + ptt! — (aFp + ab®) = a*(a — b) — b”(a — b) 
_ =(a-— b) (a' ~ b® >0 
nên ˆ at! + pttt > aẤp + abẺ, | (S) 


Từ (Š) và (Š”) suy ra 
(a**1 + b£*h + (+1 + p**th : (a + Lm 
2 2È 
aÈ*! ¿ p#*l ` a+b k+1 
2 2 
nghĩa là bất đẳng thức (5) đúng với n = k + 1. 
ˆ_ Vậy, bất đẳng thức đã được chứng minh. 


hay 


© Ví dụ 6 
Với giá trị nào của số nguyên dương ø, ta có 


2m1 


>„” +3n? 


Giải 
Thực chất đây là bài toán giải bất phương trình trên tập hợp Ñ*. Tuy nhiên, 
khó có thể giải nó bằng cách thông thường.. 
Đặt vế trái bằng A„ và vế phải bằng B„. - 
Bằng phép thử với ø = 1, 2, 3, dễ dàng thấy rằng 
Ai <Ö\) ; A2 <B;; 4a <8. 
Đến đây, nếu vội kết luận bất phương trình (6) vô nghiệm thì sẽ là sai lầm, 
- vì chỉ cần thử với nø = 4 ta có A¿ = 32 > 28 = Bạ. Thử tiếp với n = 5, 6 ta 
cũng có Ás > Ba, Ác > Bạ. Đến đây ta có thể dự đoán : Với mọi số tự nhiên 
n>4 ta có 2m >n”+ 3n. Ta sẽ chứng minh điều dự đoán đó bằng phương 
- pháp quy nạp. 
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Thật vậy, giả sử bất đẳng thức (6) đúng với w = k > 4, tức là 

2°! > k” + 3k. (6) 
Nhân hai vế của (6`) với 2 ta được 

22 > 2#? + 6k = (+ LŸ+3Œ+ 1) +8?+k-4. 
Vì k>4 nên k” +k~— 4 >0, do đó 

2t*2= 2+Ð?1 Š (+ + 3 + 1); 
tức là (6) đúng với ø = k + 1. 


Vậy, với n > 4 thì 2"?! > m” + 3m. 


e Ví dụ 7 


| 


Cho tổng `. = ¬: (@n- DÖn +1). 


1 1. 1 
13 3.5 5.7 
a) Tính Spb S2; »› »4- 


b) Hãy dự đoán công thức tính $„ và chứng minh bằng phương pháp 
quy nạp. : 


Giải - 
a) Ta có - 
13 3 
1 1 6 2 ng va 
%=31351S”5 
6= 2+ _15_3 
3.5. 57 35 7 
s32 1L _28_4, 
47.79 63 9 
_ b) Từ kết quả ở câu a) ta dự đoán 
H ^ 
mm. W 


Ta sẽ chứng minh công thức (7) bằng phương pháp quy nạp. 


e Với n = 1, theo a) thì (7) là đúng. 
e Giả sử công thức (7) đúng với n = k > 1, tức là 
uy 
%2 y1 
Ta phải chứng minh nó cũng đúng với n = k + l. 
- Thật vậy, từ giả thiết quy nạp ta có 
— #%a=&#*=———k ——=xs*+———— 
K6 CR [2&+10—1]2@+Ð+1]}  f“ @k+Ð@k+3) 
_ II: L1 k2k+3)+l 
_ 2k+1 (2k+U(@k+3) — (2k+ (2k +3) 


_— 2t+3k+l  Œ#+D(2kt+1 _ k+lI 

_ (k+l(2k+3) (2t+l(@k+3)  2@&k+1)+l 
tức là (7) cũng đúng với n = k + 1. - 
Vậy công thức (7) đã được chứng minh. 
.e Ví dụ 8 


Chứng minh rằng nếu tam giác ABC vuông tại A, có số đo các cạnh là 
a, b, c thì với mọi số tự nhiên ø > 2, ta có bất đẳng thức 


bh+c"<#'. (8) 


| Giải 
e Với n = 2 thì theo định lý Py-ta-go ta có b” + cˆ = đ”. 
Vậy bất đẳng thức (8) đúng. _ 

e Giả sử bất đẳng thức (8) đúng với » = k > 2, tức là 

bh+ch<at - (8) 
Khi đó b"*! + ct?! = bb + chc < ba + cha = (bf + của. — 
Sử dụng giả thiết quy nạp (8), ta có 

b°tl + c1 < a# tức là (8) đúng với n = k + L. 


Vậy, bất đẳng thức (8) đã được chứng minh. Dấu "=” xảy ra khi và chỉ khi . 
n=2. ì 
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Nhận xét 

1. Các ví dụ nêu trên thể hiện rõ hai bước của phương pháp quy nạp : 

Bước 1 : Kiểm tra mệnh đề (điều cần chứng minh) đúng với n = 1 (hoặc với 
n =p, p là số tự nhiên). 

Bước 2 : Giả sử mệnh đề đúng với n = k > 1. 

Sau đó, phải chứng minh rằng nó cũng đúng với n =k+ 1. - 

Lưu ý rằng phải thực hiện đầy đủ cả hai bước, xong bước 1 mới làm bước 2. 
Đặc biệt, ở bước-2 phải đặt ra được bài toán, trong đó : 


Giả thiết (quy nạp) là mệnh đề đúng với n = & và kết luận là mệnh đề đúng 
với n=k+ l. 


Hoàn thành xong hai bước phải nêu kết luận cuối cùng. 
2. Phương pháp quy nạp có thể dùng để giải các loại bài toán sau : 
Loại Ì : Chứng minh một kết luận cho sắn (xem các Ví dụ 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8). 


Loại 2 : Tìm điều kiện để một kết luận là đúng, bằng cách sử dụng phép 
quy nạp không hoàn toàn để dự đoán kết quả, sau đó mới chứng minh 
bằng phương pháp quy nạp. (Xem Ví dụ 6). 


C. BÀI TẬP 


1.1. Chứng minh các đẳng thức sau (với n e Ñ*) 


)2+5+8+..+(n =1) = TÊP + 1 
b)3+9+27+..+3° =7 @1 3), 
1.2. Chứng minh các đẳng thức sau (với n e N9) 
a) I2 +32 + 5+ ...+ (2n - U?= —— ` 
nˆ(n + ĐŸ | | 


b)12+22+32+...+uŸ= n 
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1.3. Chứng minh rằng với mọi n e Ñ*, ta có. 


a) 11”! + 122"~ Ì chia hết cho 133 ; 


b) 2ø” — 3#” + n chia hết cho 6. 


1.4. Chứng minh các bất đẳng thức sau (ne Ñ*) 
a) 2"*“ >2n + 5 ; 
b) sin””ø + cos”ø< 1; 

1.5. Với giá trị nào của số tự nhiên ø ta có - 
a)2”>2n+1; 
b) 2” > n” + 4n + 5; 
c)3” > 2"+17n? 


1.6. Cho tổng 
1 ¬~ 1 1 


157597913” ”(4n-3(n+ÐD 
a) Tính SỊ, S», Š3,  ; | 


n= 


b) Dự đoán công thức tính §„ và chứng minh bằng, phương pháp quy y nạp. 


1.7. Cho n số thực 4y, đo, „ đụ thoả m ăn điều kiện 


~1<a;<0 với ¡= l,n 
Chứng minh rằng với mọi ø e Ñ*, ta có - 
(1+aj) (1 +j)... (+ a,) 3> Ï + đi +; +... + đụ, 


1.8. Chứng minh rằng với các số thực đ¡, đạ, 43, ..., đ„ (n e Ñ*), ta có 


lai + 4; +... + az| < |đ¡| + |aa| +... + |aạ|. 
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§2. Dãy số 
A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 
1. Định nghĩa 


a) Mỗi hàm số xác định trên tập số tự nhiên Ñ* được gọi là dãy số vô hạn 
(gọi tắt là dãy sð) 
w: Ñ*——> 
H ——> LÍ") 
- Đặt u(n) = w„ và gọi nó là số hạng tổng quát của đấy số (w„). 
b) Mỗi hàm số xác định trên tập M = {I, 2, 3,..., m}, với m e Ñ*, được 
gọi là đấy số hữu hạn: 
2. Cách cho một dãy số 
ga) Dấy số cho bằng công thức của số hạng tổng quát 
Khi đó u„ = ƒ(n), trong đó ƒ là một hàm số xác định trên Ñ*. 
Đây là cách khá thông dụng (giống như hàm số) và nếu biết giá trị của ñ 
(hay cũng chính là số thứ tự của số hạng) thì ta có thể tính ngay được mạ. 
b) Dãy số cho bằng phương pháp mô tả 
Người ta cho một mệnh đề mô tả cách xác định các số hạng liên tiếp của 
dãy số. Tuy nhiên, không thể tìm ngay được u„ với ø tuỳ ý. 
c) Dấy số cho bằng công thức truy hồi (hay quy nạp ) 
e Cho số hạng thứ nhất u¡ (hoặc một vài số hạng đầu). 
e Với ø > 2, cho một công thức tính z„ nếu biết w„_¡ (hoặc một vài số hạng 
đứng ngay trước nó). Các công thức có thể là : 
lạ =4 - Mị =đ,Hy =b 
R hoặc {1 “2 | 
M„ = ƒ(M„_¡) với n 3 2 H„ = ƒ(M„_ị, H„_;) VỚI n 3 3. 
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3. Dãy số tăng, dãy số giảm 
e Dãy số (u„) được gọi là zăng nếu w„„¡ > Hạ với mọi ñú e Ñ*; 
e Dãy số (u„) được gọi là giđm nếu w„„¡ < H„ với mọi n e Ñ*. 
Phương pháp khảo sát tính đơn điệu 
Phương pháp ] : Xét hiệu H = w„.\ — Hạ. 
— Nếu H > 0 với mọi ø e Ñ* thì dãy số tăng ; 
- Nếu H < 0 với mọi nø e Ñ* thì dãy số giảm. 


Phương pháp 2 


- ¬- TT. 
Nếu „„ > 0 với mọi n e Ñ* thì lập tỉ số #2, rồi so sánh với 1. 
Ù) 
" . 


,M ¬. NI} kg 

~ Nếu —“+L > ] với mọi ¡ e Ñ* thì dãy số tăng ; 
Ù) 

: L/) 


„_ : Z , S A2 t2 
- Nếu —“#! < ] với mọi ø e Ñ* thì dãy số giảm. 
tần 


4. Dãy số bị chặn 
e Dãy số („„) được gọi là bị chặn trên nếu tồn tại số M sao cho 
u„ạ <M, Vn e Ñ*. 
e Dãy số (u„) được gọi là b¡ chặn đưới nếu tồn tại số m sao cho 
u„ạ>m, Vn e Ñ*. 


e Dãy số được gọi là b; chặn, nếu nó vừa bị chặn trên vừa bị chặn dưới, tức 
là tồn tại hai số zm, M sao cho : 


m < u„ SM, Vn c Ñ*. 


Lưu ý : Các dấu "=" nêu trên không nhất thiết phải xảy ra. 
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B. VÍ DỤ 


e Ví dụ 1 


Các dãy số (u„) được cho bởi các công thức : 


2”-—] * * 
8) =S.— (ne ÑỒ; b) ự = ẤP (me NỒ: 
„„= ụ =Ì 
c) d) H h 
L, = \u2 +1 với n > l; Hn+l ¬1 PP với n > ]. 


Hãy viết sáu số hạng đầu của mỗi dãy số. Khảo sát tính tăng, giảm của 
chúng. Tìm số hạng tổng quát của các dãy c) và d). 


Giải 


a) Sáu số hạng đầu : È 3T 31 6, 


Dự đoán dãy số tăng. 

Ta sẽ chứng minh dự đoán đó. Thật vậy, xét hiệu 

2n+l —_ 1 2" — 1 . 

21121 2+1 

(2"*! ~1)(2" +0—(2! +12" —1) 
2”*!+D(@" +Ð 


HE — H„= 


22n+1 + 2n+l — 2" — l — 22n+1 + 2n+1 _ 2" + 1 
: (2"*! +1)" + 1) 
2 2n+l — 2 2" 2n+l 
7 me — 2n, tan a” k 
2“ +2 "+1 (2 ”*'+12”+1Ð 
Suy ra „.¡ > „„. Vậy dãy (u„) tăng. 
b) Sáu số hạng đầu : 


I v2 43 44 v5 v6 


7. BT ĐS&GT 11-B 


Ta sẽ chứng minh dãy số giảm. 

_ Nn+] vn _Jn+ ~ 3n 
n .n+l AC 2m1 
Do 3”?! >0, 3Vn = Nón = ^Ín + 8n > v2@n+], nên H <0. 
e) Sáu số hạng đầu : 


1, v2, 43, v4, v5, v6. 


Ta sẽ chứng minh dãy SỐ tăng. 


Xéthiệu 'H=u„¿¡—u 


® Với n = ], rõ ràng ⁄¡ = l <2 = Hạ. 
e Giả sử khẳng định đúng với ø = k > 1, tức là 
Myyi Đ Hự. 


Theo công thức của dãy số và giả thiết quy nạp, ta có 


_ 2 2 — 
Myy¿ = \|M¿+i ÐÍ > uy + Ì = My, 


tức là khẳng định đúng với n = k + 1. 

Vậy dãy số tăng. 

Bạn đọc có thể dễ dàng chứng minh w„ = *n bằng quy nạp. 
d) Sáu số hạng đầu : 1, ¬...—. 

Ta sẽ chứng minh dãy số giảm bằng quy nạp. 


: ` | 
® Với ø = 1, rõ rằng mị =1 > ~ = Hạ. 


e Giả sử đã có w„,ị < w„ (k > 1), ta phải chứng minh 


- +2 S Hư+ |: 
Thật vậy, theo công thức của dãy số và giả thiết quy nạp, ta có 
Mại — _ Ị Ị 


mm =——<——=u,_ 
k+2 1+. ï ï k+l 


Hy +] Hy 


Ị 2 
(vì Ö < „z,¡ < nạ nên >—). Vậy dãy (u„) giảm. 
Mại — Đụ 
= : 1, * 
Bạn đọc có thể chứng mịnh w„ = P bằng quy nạp. 
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e Ví dụ 2 ——————————————————————T 
: n 3 ¬1” 
Cho dãy số („) VỚI M„ = ——— neNÑ*, 
4n +(—1)”” 


a) Tính sáu số hạng đầu của dãy số. Nêu nhận xét về tính đơn điệu của dãy số. 


3 
b) Tính wạ, và wạ„.¡. Chứng minh 0 < u„ < T—” Ị 


với mọi 0Ø > ]. 


Giải 
2 8 13 14 19 ¿ 
Sáu số hang đầu của dãy số : —. l —, —› —›: —~- Dãy số không tăng và 
2) Sáu số hạng V3: 1152123 7 giang 
_ không giảm. 
32n+(—1” 6n+1- 
b) Mạ, =— “TT 


—42n+(D?2L 8n—] 


_ 32n+1l)+(D”””` 6n+2. 
217 42n+l)+(ÐD2"92 8n+5 


Dễ thấy „„ > 0. Ta xét hai trường hợp : 


= 3n+] 
e n chẵn : mm 
e nề: ụ _n-l 3n+|, 
' "` An+l] `4n—]1 ` 


3n+l  ... 
Vậy : Ô<„< liêu VỚI mỌi øở. 


_. 


e Ví dụ 3 

Biết năm số hạng đầu của một dãy số là 
3,4,6, 9, 13,... 

a) Hãy chỉ ra một quy luật rồi viết tiếp 5 số hạng của dãy số đã cho. 


b) Hãy xét khoảng cách giữa hai số hạng liên tiếp từ trái sang phải. Nêu 
nhận xét và viết tiếp năm số hạng theo cách đó. 


c) Lập công thức truy hồi của dãy số được cho theo quy luật nêu ở câu b). 


d) Tìm công thức biểu diễn „. 
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Giải 
a) Có nhiều quy luật để có một dãy số mà 5 số hạng đầu như đã cho. Đơn 
giản nhất là dãy số đã cho tuần hoàn với chu kì bằng 5, ta có dãy 
3,4,6,9, 13,3, 4,6, 9, 13,... 


Tuy nhiên, nếu nhận xét tổng 3 + 4 + 6 + 9 + 13 = 35 để nêu ra quy luật : 
"Dãy số gồm liên tiếp các nhóm 5 số hạng có tổng bằng 35" thì theo đó ta 
sẽ có nhiều kết quả khác nhau, do phương trình 5 ẩn số 


Mẹ + Mạ + Mạ + to + Mịp =35 là VÔ định. 
"Quy luật” vừa nêu đã vi phạm định nghĩa dãy số. 
b) Ta có 4-3=1 


6-4=2 
9-6=3 
13-9=4 


Nhận xét : Khoảng cách giữa hai số hạng liên tiếp từ trái sang phải là 4 số 
hạng đầu của dãy số tự nhiên khác 0. Từ đây có thể nêu kết luận : Năm số 
hạng trên là các số hạng của một dãy số, trong đó các khoảng cách giữa hai 
số hạng liên tiếp từ trái sang phải lập thành dãy số 


1,2,3,4,...,n với n c Ñ*. 


Vậy, năm số hàng tiếp theo là 
18, 24, 31, 39, 48. 
c) Dễ thấy theo quy luật nêu trên thì 


H„¿i — Mựy = n với n 6 Ñ* và công thức truy hồi là 


Mạy¿i = Mạ + n với n 3 Ì. 


d) Để tìm z„ ta viết 


uị =3 

Mạ=Mi+] 
M3 = Mạ + 2 
Mạ = + 3 


H„ạ_¡p = Hạ ạ +n—2 - 


Mạ M„_¡ + Ì. 
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_ Cộng từng vế n đẳng thức trên và rút gọn, ta có 


uạy=3+1+2+3+..+(n-2)+(n—]), 


_ (n — lồn 
=3+ _ 
nh-n+6 
Vậy Mạ ———2—” với n c Ñ*. 
e Ví dụ 4 


Cho dãy số 


M„yi = H„ạ + 2n + 1 với n > Ì. 
a) Viết năm số hạng đầu của dãy số ; 


b) Dự đoán công thức z„ và chứng minh bằng phương pháp quy nạp. 


| Giải 
a) Năm số hạng đầu là 1, 4, 9, 16, 25. 


b) Dự đoán công thức „„ = n7 (#) với n c Ñ*. Ta sẽ chứng minh công thức 


vừa nêu bằng quy nạp. 
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Hiển nhiên với n = 1, công thức đúng. 
Giả sử đã có „ự = k” với k > I. 
Theo công thức của dãy số và giả thiết quy nạp ta có 
Myyi = My + 2k + 
=k?“+2k+ 1 
=(+ LÝ; 
tức là công thức (*) đúng với n = k + 1. 


A 2 vớ Ũ : 
Vậy w„ = n“ với mọi n e Ñ*. 


e Ví dụ 5 


KT T12 K2 On Su cẤ " na +2 ty 
Với giá trị nào của z thì dấy SỐ (w„), VỚI „„ = PIN là dãy số tăng ? 
- " 


dãy số giảm ? 


Giải 


= : (0+l)a+2_ na+2 
Xếhiện H=wai=,= 1+1 - nxi 


__ 8-2, 
_ (m+2)@w+]) 
Vì (n +2) ( + 1) > 0 nên : 


Nếu a > 2 thì  > 0, suy ra dãy số (z„) là dãy số tăng. 


Nếu a < 2 thì H < 0, suy ra dãy số („„) là dãy số giảm. 


e Ví dụ 6 
Cho dãy số („„) với „„ = (1 — 4)” + (1 + 4)”, trong đó 0 < a< 1 và n e Ñ*. 


a) Viết công thức truy hồi của dãy số ; 
b) Khảo sát tính tăng, giảm của dãy số. 
Giải 

a) Với n= 1,ta có „p=l—a+l+a=2. 

Với n>1 THƯNG =(l-z)?!+(i+a/"! 

đo đó øài => =(1—2}Ÿ*!+(1+a}Ƒ*?'<(=a*=(1+a)" 
=(1—ø)"(1-a—1)+(1+za)"(1+a-1) 
=z[(+a)"—(1~ a)"] Œ) 

hay H„yi = Hy + đ[(1 + 2)” = (1— a}]. 


Vậy công thức truy hồi là 


Mị = 2 ¿ 
lR = „+ a[(I + 4)” —(1— a)”] với n 3 1. 

b) Vì0<ø< 1nên l+z>1—ø>0, suy ra (1l +2)” >(1— đa)” 

hay (1 + đ)” — (1 — a)” > 0. Từ kết quả (*), ta có 

zyi — Hạ = đ[(1 + a)” — (1 - a}" > 0, tức là dãy số đã cho là dãy số tăng. 
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Nhận xét 


Cách giải của câu a) cho ta một phương pháp để tìm công thức truy hồi khi 
biết số hạng tổng quát „„, đó là 


— Tìm Mị. 
— Tính w„„¡ rồi tìm hiệu „„¡ — ⁄„ (cũng có thể tìm tổng w„„ị + u„). 
e Ví dụ 7 
Cho phương trình 
x~x-1=0. 


Gọi ø, Ølà hai nghiệm của nó (ø > /). 


Chứng minh rằng dãy số („) xác định bởi w„ = NCỊ (2”~ Ø8”), với n3 1, 


là dãy Phi-bô-na-xI. 


Giải 
Ta có ø= = và 8= L—Ễ, Troong thức w„ suy ra 
` 
¡ =-E(ø.~)=1; 
Ì , 2 _ s2 
=—=(#? - Ø) =——(ø~ 8) (ø+ L5 =1. 
_ ; 032v. 
Để tính „„, ta chú ý rằng ø“=ø+1 và Ø@`”=/+ 1, do đó 
] " " ] n2 2 n~2 2 
H„ạ= —=(Œ — 8 )=—=(œ .@ — . 8) 
ds 8 ds 8 ˆ.8 


= G| 72 + D= #220 + ĐÌ= c (071 = g1 + ø"8 = g8) 


| n—2 
= Mn_i + Hụ_2- 


— KH -/m¬) h la"? — 


Vậy ta có công thức truy hồi của dãy Phi-bô-na-xi 


*» 


h =Ï Mạ — l| 
Hạ = Hu_¡ +H„_- VỚI n 3 3. 


e Ví dụ 8 
Cho dãy số xác định bởi công thức 
Mị = 1 


Hay] =- St = +l với n >]. 


a) Tính Mạ, Hạ, Hạ ; 


b) Chứng minh rằng w„.+ = u„ với mọi nú e Ñ*. 


Giải 
a) ạ = 2, wx = Ö, u„ = 1. Nếu tính tiếp ta lại có „s = 2, „ = 0, „; = 1. Như 


vậy dãy số trên gồm các nhóm 3 số hạng (1, 2, 0) được nối tiếp nhau một 
cách vô hạn. 


b) Ta chứng minh bằng quy nạp. 
Với n = 1, theo câu a) thì công thức đúng vì #a = Ì = úị. 
Giả sử công thức đúng với một giá trị bất kì n = k > 1, tức là „+ = 1ự. 
Ta phải chứng minh nó cũng đúng với n = k + 1, tức là 

Mự+a — Hưyi: 
Thật vậy, theo công thức của dãy số thì 

3 2 5 

ra = Mway3yki =—2Mk+3 † 5Mk+3 T 1. 

Sử dụng giả thiết quy nạp ⁄¿„x = uy, ta có 
3; 5 

M/+4 = ~2Mý + TM, +Ì= Mụyi. 

Vậy công thức đã được chứng minh. 


Ề Chú ý. Dãy số đã cho được gọi là dãy số tuần hoàn với chu kì là 3. 
Tổng quát, ta có định nghĩa sau : 
Dãy số (u„) được gọi là tuần hoàn với chu kì p (p e Ñ*), 
nếu un+p = uạ với mọi n e Ñ”. 
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C. BÀI TẬP 


2.1. Viết năm số hạng đầu và khảo sát tính tăng, giảm của các dãy số (u„), biết 


a) u„ = 10172": b)ư„=3”— 7; 
2n+] 3Ÿ? 
-) My ST) đ) „ = . 


" 2” 
2.2. Cho dãy số („) với u„ = n” — Án +3. 
a) Viết công thức truy hồi của dãy số ; 


b) Chứng minh dãy số bị chặn dưới ; 
c) Tính tổng ø số hạng đầu của dãy đã cho. 


2.3. Cho dãy số (u„) với u„= 1 + (n— 1) 2”. 
a) Viết năm số hạng đầu của dãy số ; 
b) Tìm công thức truy hồi ; 


c) Chứng minh dãy số tăng và bị chặn dưới. 


2.4. Dãy số (u„) được xác định bằng công thức 


H„¿i = Hạ +mẺ với n > 1. 
` 
a) Tìm công thức của số hạng tổng quát ; 


b) Tính số hạng thứ 100 của dãy số. 


2.5. Cho dãy số (u„) xác định bởi 


H„yi = Mạ +ần — 2. 
a) Tìm công thức của số hạng tổng quát ; 


b) Chứng minh dãy số tăng. 
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2.6. Tìm công thức số hạng tổng quát của các dãy số sau 


=2 : 
a) . b) €) 2 


l 
H.ị=2—— (n3Ì); H„..=H„T—Ï; ` 
n+] H„ (n>1); n+Ì n , H„yi = 3w„. 


2.7. Dãy số (x„) được biểu diễn trên trục số bởi tập hợp các điểm, kí hiệu là A : 


A = (áo, Ái, A›, . A n ...}. 


Gọi B là một điểm nằm ngoài trục số. Người ta dựng các tam giác đỉnh B 
_ và hai đỉnh còn lại thuộc tập hợp A. 


Đặt „„ là số các tam giác được tạo thành từ Ö và ø + 1 điểm 
Áo, Ái, Áa¿,..., Á„ 
rồi lập dãy số (u„„). 
a) Tính ,Ị, Mạ, M3, Hạ ; 
b) Chứng minh rằng 
_ =C? VÀ H„.ị = H„+n+Ì. 
2.8. Cho dãy số (u„) thoả mãn điều kiện : Với mọi ø e Ñ* thì 


1 
4u„ 


O <m„< ÏT Và mạ. 


Chứng minh dãy số đã cho là dãy giảm. 


§3. Cốp số cộng 


A. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


1. Định nghĩa 
(u„) là cấp số cộng <> w„,¡ = w„ + đ, với n e Ñ*, đlà hằng số. (1) 
Hệ quả : — Công sai d= w„.¡ — u 


n" 
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2. Số hạng tổng quát 


H„ạ = Mị + (n — l)d (n0>2). @2) 
a= “ra — 1L, (2) 
n-—] 
3. Tính chất 
tự = Nự—] _h với k>2 @) 
hay Mựụ_ + L TIẾ| — 2Hy. (43) 


4. Tổng n số hạng đầu 


-_ HỨA + H„) NỊk (4) 


nỊ2, + (n — l)d " 
hoặc S„= n[2m + (n= Đá] - (4) 
2 
Ề Lưu ý : Khi giải các bài toán về cấp số cộng, ta thường gặp 5 đại lượng. Đó là ư4, 


d, uạ, n, Sạ. Cần phải biết ít nhất 3 trong 5 đại lượng đó thì sẽ tính được các 
đại lượng còn lại. 


B. VÍ DỤ 


© Vị dụ 1 
Cho dãy số (u„) với u„ạ = 9 — 5n. 


a) Viết 5 số hạng đầu của dãy ; 


b) Chứng minh dãy số („) là cấp số cộng. Chỉ rõ w\ và đ ; 
c) Tính tổng của 100 số hạng đầu. 
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Giái 
2) 4, —1, =6, ~11, —16. 
b) Xét hiệu w„„¡ — „ =9 — 5 @w + 1) — 9+ 5n = —5, 
do đó w„„¡ = w„ — 5, suy ra đấy số (w„) là cấp số cộng với uị =4; đ= -5. _ 
n[2m + (n — D)d] 
2 


100[2.4 + 00 —1)(—5)] _ 
————x-359. 


c) Áp dụng công thức Š„= (4) 


ta có 100 — 


Chú ý : Nếu sử dụng công thức (4) ta phải tính ư+og. 


e Ví dụ 2 
a) Viết sáu số xen giữa hai số 3 và 24 để được một cấp số cộng có tám số 
hạng. Tính tổng các số hạng của cấp số này. 


b) Viết năm số hạng xen giữa hai số 25 và 1 để được một cấp số cộng có 
- bảy số hạng. Số hạng thứ 50 của cấp số này là bao nhiêu ? 


Giải 
a) Ta có wị = 3, uạ = 24. 


Mụ — ĐH 


Từ công thức w„ = wị + (n — 1)đ, suy ra đ = =1 
Tìm được đ = 3-3 =3. 

8—1 
Vậy 6 số hạng cần viết thêm là 6, 9, 12, 15, 18, 21. 
Tính tổng  Š% = “3 = 108. 
b) Ta có wị = 25, w = 1,d = TS” =-4 


Vậy 5 số cần viết thêm là 21, 17, 13, 9, 5. 


Tính 1so= 25 +49. (— 4) =—171. 
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e Ví dụ 3 
Cho hai 


cấp số cộng 


(x„) : 4, 7, 10, 13, l6, .... 
(y„): 1,6, 11, 16, 21,... 
Hỏi trong 100 số hạng đầu tiên của mỗi cấp số có bao nhiêu số hạng chung ? 


Giải 
Ta có : x„=4+(n— 1)3 = 3n + 1 với I < n < 100, 
y„=l1+(k~— 1)5 =5k—4 với 1 <k< 100. 
Để một số là số hạng chung, ta phải có 
3n+1=5k—4€©3n=5(k- l1) 


suy ra 0: 5, tức #5 và k= 3/ + 1 ( Z2). 


Vì ] <rø< 100 nên 1 << 20. 


Ứng với 20 giá trị của r, ta tìm được 20 số hạng chung. Chẳng hạn, với / = l 
thì m = 5, k = 4, khi đó xs = ya = l6. 


e Ví dụ 4 — 
Tìm x trong các cấp số cộng l1, 6, 11,... và 1, 4, 7,... biết : 
a)1+6+l1l+l6+..+x=970; 


b)(x+l)+(x+4)+..+(x+28)= 155. 


Giải 
a) Ta có cấp số cộng với „; = 1, đ = 5, Š„ = 970 và „„ = x. Áp dụng 


công thức  S„= “.. 


n[2 + (n - D5] 


„ ta CÓ 


970 = hay 5nˆ— 3n — 1940 = 0. 


Giải ra tìm được ø = 20, suy ra x = „sọ = 1 + 19.5 = 96. 


b) Ta có cấp số cộng với „ = x + l, đ= 3, u„ = x + 28 và $„= lSS, 
Áp dụng công thức w„ = ¡ + (n — 1)đ, ta có - 
x+28=x+l+(z-l1)3, suyra nø = 10. 


10(2x + 29) 
3 H , 


H(M, + Mự„) 


Từ công thức Š„ = ; ta có 155 = 


từ đó tìm được x = 1. 
e Ví dụ 5 


Chứng minh rằng ba số dương ø, b, c theo thứ tự lập thành một cấp số 
1 1 


cộng khi và chỉ khi các số theo thứ tự lập 


1 
v*b+xc. XÔI $Jg-+©:Jb 


thành một cấp số cộng. 


Giải 


Ta sẽ chứng minh bằng phép biến đối tương đương. 


Ba số TC TC Ty lm thành cấp số cộng khi và chỉ khi 
le+wa Yjb+wc la+vb Je+va 
4... 
de + Ja)Qb +Xe)— QÍa + Yb)Qc + va) 
«œ__ Wb-a)Qb + a) = (e - JbWAc + Ýb) 
«©  b-a=c—-b<>a,b, c lập thành cấp số cộng. 
e Ví dụ 6 


Chu vi của một đa giác là 158cm, số đo các cạnh của nó lập thành một 
cấp số cộng với công sai đ = 3cm. Biết cạnh lớn nhất là 44cm, tính số 


cạnh của đa giác đó. 
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3.1. 


3.2. 
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Giải 


Gọi cạnh nhỏ nhất là ⁄¡ và số cạnh của đa giác là n. 


Ta có 44 = ị +ín — ]).3 hay uị = 47 — 3n. 
Tổng các cạnh (tức chu vi đa giác) là 158, ta có 
¡58 = TÓ + 47 - 3) hay 3ø”— 91w + 316 =0. 


2 
Giải phương trình với „ e Ñ* ta được n = 4. 


e Ví dụ 7 
Có thể có một tam giác mà số đo các cạnh và chu vi của nó lập thành một 


cấp số cộng được không 2? 


Giải Í 
Giả sử tồn tại một tam giác như vậy. 


Gọi số đo các cạnh của tam giác là ¡, w;, ⁄ và chu vi của nó là uạ, ta có 
Mị =X— đ, Hạ = X, Mạ = X + đ, Hạ = 3x. 


Theo tính chất của cấp số cộng thì + wạ = wạ + M3, 
nhưng úị + wạ = 4x — đ, wạ + uạ = 2x + đ nên 4x — đ = 2x + đ, suy Ta x = đ. 
Từ đó wị = 0 (vô lí). 


Vậy không thể có tam giác thoả mãn yêu cầu bài toán. - 


C. BÀI TẬP 


Trong các dãy số (u„) sau đây, dãy số nào là cấp số cộng ? 


a) u„=3n— l; b)„=2”+l; 
=3 
c) M„ = (n + 1)” — nF; đ) h 
Hy = Ì— Hạ, 

Tính số hạng đầu ¡ và công sai đ của cấp số cộng („), biết : 

Mị + 2ux = Ö w„ = 10 
a) J7 5 bì J^4 

` = l4; Lời ~ 19 › 


3.3. Cấp số cộng (w„) có $ = 18 và §$¡o = 110. 
a) Lập công thức số hạng tổng quất „ ; 
b) Tính 520- 
3.4. Tính số các số hạng của cấp số cộng (z„), nếu 
đ› ) +... + đ¿„ = 126 
đy + đạ„ = 42. 
3.5. Tìm cấp.số cộng („), biết 


MỊ + Hạ + Mạ = 2Ï MỊ + Hạ +... + H„ = đ 
a) To b 


HỆ +H2 + HẠ = 25; HỆ +H2 +... +2 = bV, 


3.6. Chứng minh rằng nếu Š$„, Š;„, Š:„ tương ứng là tổng của n, 2n, 3n số hạng 
đầu tiên của một cấp số cộng thì 


3n = 3(S2„ _ Sg). 


3.7. Cho cấp số cộng („), chứng minh rằng nếu 


2 
m _ HỖ 
Sn n 
ANH... m 
thì _⁄!: — : 
hì .M 2n-—] 


3.8. Tìm x từ phương trình 
a)2+7+12+...+x= 245, biết 2, 7, 12, ..., x là cấp số cộng. 


b) (2x + l) + (2x + 6) + (2x + 11) +... + (2x + 96) = 1010, 
biết 1, 6, 11, ... là cấp số cộng. 
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'§4. Cếp số nhôn 


_ A, KIẾN THỨC CẨN NHỚ 
4. Định nghĩa 
(„„) là cấp số nhân © M„,¡ = u„4, với n e Ñ*. 


Hệ quả : — Công bội g= “”*1. 


" 


2. Số hạng tổng quát 
H„ = mạ" 1 
3. Tính chất 


2_ 
Mụ — Hy q1 +] 


hay In (k> 2). 
4. Tổng n số hạng đầu tiên 


b, 
"= s@ —9 (q # 1). 
q— 
Lưu ý : Khi giải các bài toán về cấp số nhân, ta thường gặp 5 đại lượng. Đó là u4, q.. 
n, un, Sạ. Cần phải biết ít nhất 3 trong 5 đại lượng trên thì có thể tính được 
các đại lượng còn lại. 


B. VÍ DỤ 


e Ví dụ l 
Cho dãy số (u„) VỚI u„ = 2 


2n+] 


a) Chứng minh dãy số („„) là cấp số nhân. Nêu nhận xét về tính tăng, 
giảm của dãy số ; 


b) Lập công thức truy hồi của dãy số ; 
c) Hỏi số 2048 là số hạng thứ mấy của dãy số này ? 
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8. BT ĐS&GT 11 -B 


Giải 
2(+l)+1 
a) Lập tỈ số “an. SUY Ta H„„ị¡ = 4H„ : 
. H 22n+I ~ , y nrÌ — H? 
- L/) - 
hoặc biến đổi 
H„y¡ = 22@+1#l - 22n+l+2 - 422m =4 


n 


: : 
Vìd= _—_ = 4 > ] nên đấy số („) tăng và là cấp số nhân. 
li 


b) Cho øm = 1, ta có  = 8. Công thức truy hồi là 


LÃ| =8 

H„¿i = 4w„ VỚI n 3 Ì. 
c) Ta có w„ = 2048 = 2" = 2”, suy ra 2n + 1 = 11, từ đó ø = 5. 
Vậy 2048 là số hạng thứ năm. 
e Ví dụ 2 


a) Viết năm số xen giữa các số 1 và 729 để được một cấp số nhân có bảy 
số hạng. Tính tổng các số hạng của cấp số này. 


b) Viết sáu số xen giữa các số —-2 và 256 để được một cấp số nhân có tám 


số hạng. 
Nếu viết tiếp thì số hạng thứ 15 là bao nhiêu 2? 


Giải: 
a) Ta có ị = ], uy = 729. 
Mạ 


Vì lạ — „ị.g5 nên ạ5 = » = 729 = 26, SUY Ta @= +3, 
1 : 


Năm số cần viết là 3, 9, 27, 81, 243 hoặc -3, 9, —-27, 81, -243. 


« ¬ x 
Với ạ = 3 ta có %2 =—._T1 1093. Với ạ = —3 ta có S; = 547. 
b) Ta có Mạ =—~2, Mạ = 256. 

2% 
Mặt khác, q7 = _ =—5= -128 = (-2)”, Suy ra q = -2. 
Sáu số cần viết là 4, —8, 16, —32, 64, —128. 
Ta có uịs =—2. (—2) ` =—32768. 
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L16 


Dãy số („„) được cho như sau 


¡ị = 2004, w; = 2005 


2M„ +„_ h 
Muyi = — 2# với n > 2. 


a) Lập dãy (v„) VỚI V„ = M„¿| — Hạ. 
Chứng minh dãy (v„) là cấp số nhân. 


b) Lập công thức tính „„ theo ø. 


a) Từ giả thiết suy ra 


3Hz+_¡ = 2Mạ + Hạ 


1 
=© Mm+1 — lạ — 3 (M„ — Mạ—1) 


Vậy (v„) là cấp số nhân, có 4 = = và vị = Ì. 


b) Để tính „, ta viết 
M„= (Mạ - M„—) + („BI _ H„—2 ) +...+ (2 — M1) +HỊ 


= n—Ì + Vnụ_2 +... + Vị + 


n-Ì 
[-3] -1 3 1 n-Ì 
= 2004 + 1. CTT—=amsilt-[-3] | 


n-Ì 
3 3(/ 1 
= 2001 + 2 = T|~ . 


Cho cấp số nhân ø, b, c, đ. Chứng minh rằng 


a) (b — e}” + (c— a)? + (d - b)?= (a— đ)? ; 


b)(đ+b+e)(a—=b+e)=a?+b2+ cẺ. 


Giải 
Ta có bŸ = ae ; c? = bả: ad = bc. 
- a) Biến đổi vế trái 
(b—)” + (e— 4)” + (d— b)”= bỀ + cˆ— 2be + c?— 2ac + 4ˆ + đ” ~ 2bd + bỂ” 
=a?~ 2ad + đ? = (a— đ)Ẻ. — 
b)(2+b+c)(2—b+e)=(a+e)°- bP=aˆ+ 2ac +cˆ— bŸ 
=47+c?+2b?—~b?= da” + bỶ + cỄ. 
e Ví dụ 5 
Tìm cấp số nhân („) biết 


Ban 


MƑ + M2 + ưa + HẠ = 85. 


Giải 
Ta thấy a # 1. Khi đó, 
4 2/4 _ +2 
qT—]1 (q— 
()© 3, 8 l =© 2/8 
1Œ —Ð -gg M(@g —Ù — ss. 
4-1 4” T1 


Chia từng vế của hai phương trình, ta được 


“(@-UW@`-p 8 4+1 X 


© 144`- 1742~ 1742- 17+ 14=0. 
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Chia hai vế của phương trình cho h và đặt x= g+ ¬ ta CÓ 


q 
1432 = 17x — 45 =Ú €> xi = Š ;xy =—Ế., 
2 7 
Ta có hai phương trình 
q+ . = = (vô nghiệm) 
‹ L5 .... ` ` ] 
và + P =5: Giải phương trình này tìm được 4 = 2, g = 2 


Tương ứng có ¡ = 1,  = 8. 
Vậy, ta có hai cấp số nhân 


1,2,4,8,...(u;=1l,q=2) 
và 8,4,2, l,... () =8,4=2). 
e Ví dụ 6 


Một cấp số cộng và một cấp số nhân đều là các dãy tăng. Các số hạng thứ 
nhất đều bằng 3, các số hạng thứ hai bằng nhau. TỶ số giữa các số hạng 


thứ ba của cấp số nhân và cấp số cộng là s Tìm hai cấp số ấy. 


Giải 
Nếu có cấp số cộng 3, u;, u: thì cấp số nhân là 


—. 


Theo tính chất của các cấp số, ta có 


3+ 9w 
Mọ= ——Š VÀ „2 =3. —5 


2 
3+ 2 ; n 
hay ˆ5] = = - Biến đổi đưa về phương trình 


5w; — TÑuy + 45 = 0 (wa > 3). 
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Giải ra ta có „ = 15. Vậy các cấp số cần tìm là : 
Cấp số cộng 3,915, 
Cấp số nhân 3,9, 27. 


e Ví dụ 7 
Cho bốn số nguyên dương, trong đó ba số đầu lập thành một cấp số cộng, 


ba số sau lập thành một cấp số nhân. Biết rằng tổng của số hạng đầu và 


cuối là 37, tổng của hai số hạng giữa là 36, tìm bốn số đó. 


Giải 
Gọi bốn số phải tìm là úị, w;, wx, uạ, ta có 


Cấp số cộng w¿ — đ, Hạ, uy + đ 


và | cấp số nhân w¿, H;4, H24”. 

Theo giả thiết ta có 
2, + d = „(1 + 4q) = 36 (q) 
ñ —d+ ¿4? = 31. (2) 


Từ (1) suy ra 


Mạ = 2 l+á =d=$6-T rà @) 
Từ (2) suy ra 
| 3 
My= Ý ““Ẩ, do đó =. (4) 
l+q l+ạt l+4 


Thay đ. ở (3) vào hệ thức (4) và rút gọn, ta được phương trình 
364” — 734 + 35 = 0. 


Giải ra được › : : 
ra =—q=—' 
¬ —~« 9 ¿ 
l 
4 


Vậy, với q= 
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36 


Ma = ———= Ì6,u =16. Š=20, w =20. Š=25 
2 5 3 4 4 4 
l+— 
4 
và .__ Mạ = 37 —u¿= 37 - 25 = 12. 


Bốn số cần tìm là 12, 16, 20, 25. 


¬- 7 2 SE VÀ náo cẤ 
Giá trị q = 9 không thoả mãn, vì các số , „;, ⁄z, „4 không nguyên. 
| . 


C. BÀI TẬP 
4.1. Trong các dãy số („„) sau đây, dãy số nào là cấp số nhân ? 
a) Hạ„ = 5)” : b) Hạ = (1 _. : 
=I 
Mị = 2 lh 
©) : —— @ 
Mnịi — Đụ ý Hư y>i — Hạ + s”n 


4.2. Cấp số nhân (w„) có: 
: —— [+ =5I 
| hR + = 102. 
a) Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số nhân ; 
b) Hỏi tổng của bao nhiêu số hạng đầu tiên sẽ bằng 3069 ? 
c) Số 12 288 là số hạng thứ mấy ? 


4.3. Tìm số các số hạng của cấp số nhân („), biết 


a)q=2,  u„ạ=96, S„=189; 
¬—. 


_b)m =2, ¬ï- 


4.4. Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số nhân („), biết 


M« — My = l5 | —r +. = 0 
nh 1 "nh HẠ + Hạ 
Mạ —Mạ =6 ÿ 
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4.5. Bốn số lập thành một cấp số cộng. Lần lượt trừ mỗi số ấy cho 2, 6, 7, 2 ta 
nhận được một cấp số nhân. Tìm các số đó. 


4.6. Viết bốn Số xen giữa các số 5 và 160 để được một cấp số nhân. 


4.7. Cho dãy số : 
o dãy số (w„) _ 2n † Ổ với g> 1, 
H„ + 4 


Huy 


a) Lập dãy số (x„) vỚới x„ = m x 5: Chứng minh dãy số (x„) là cấp số nhân. 
L() 


b) Tìm công thức tính x„, z„ theo ø. 


4.8. Ba số khác nhau có tổng bằng 114 có thể coi là ba số hạng liên tiếp của 
một cấp số nhân, hoặc coi là các số hạng thứ nhất, thứ tư và thứ hai mươi lăm 
của một cấp số cộng. Tìm các số đó. 


4.9. Cho cấp số nhân a, ö, c, đ. Chứng minh rằng 


a) c82C[G+ + ]=s2 + vệ P 
a b c 


b) (2b + be + cd)” = (a2 + bˆ +c?)(bˆ +c? + đ?). 


4.10. Một cấp số cộng và một cấp số nhân có các số hạng đều dương. Biết 
rằng các số hạng thứ nhất và thứ hai của chúng trùng nhau. Chứng minh 
mọi số hạng của cấp số cộng không lớn hơn số hạng tương ứng của cấp 
số nhãn. 


Bài tập ôn chương II 

Giải các bài tập 1, 2, 3 bằng phương pháp quy nạp. 
1. Chứng minh rằng 

a) nề — n chia hết cho 5 với mọi số tự nhiên ø ; 


b) Tổng các lập phương của ba số tự nhiên liên tiếp chia hết cho 9. 
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2. Chứng minh các đẳng thức sau với n e N 


1 1 1 ní{n + 3) 


3) Án = 1231234 1n ng DƠ12) 403+Ö0+2) 7 
b)8,=1+3+6+10+..+ “TỦ „ KHe  tổi, 


3. Chứng minh các bất đẳng thức 
a) 3""Ì > nín + 2) với n >4; 


b) 2” > 3n — 1 với n> 8. 


4. Cho dãy số (w,) : 


Mị = Ì,ạ = 2 
M„yi = 2M„ — H„_¡ + | với n3 2. 


a) Viết năm số hạng đầu của dãy số ; 
b) Lập dãy số (v„) VỚI V„ạ = M„„ị — Hạ, 
Chứng minh dãy số (v„) là cấp số cộng ; . 
c) Tìm công thức tính Hy theo n. 
5. Cho dãy số (,„) : 
1 
3 


(n + Dư, 
EmH “ẩn 


Mị = 


với n > ]. 
-a) Viết năm số hạng đầu của dãy số. 
b) Lập dãy số (v„) với v„ = _, 

Chứng minh dãy số (v„) là cấp số nhân. 
c) Tìm công thức tính w„ theo n. 


6. Ba số có tổng là 217 có thể coi là các số hạng liên tiếp của một cấp số 
nhân, hoặc là các số hạng thứ 2, thứ 9 và thứ 44 của một cấp số cộng. Hỏi 
phải lấy bao nhiêu số hạng đầu của cấp số cộng để tổng của chúng là 820 ? 
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19. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Một cấp số cộng và một cấp số nhân có số hạng thứ nhất bằng 5, số hạng. 
thứ hai của cấp số cộng lớn hơn số hạng thứ hai của cấp số nhân là 10, còn 
các số hạng thứ ba bằng nhau. Tìm các cấp số ấy. 


Chứng minh rằng nếu ba số lập thành một cấp số nhân, đồng thời tp thành 
cấp số cộng thì ba số ấy bằng nhau. 


Cho cấp số nhân („) có công bội là z và số các số hạng là chắn. Gọi % là 


tổng các số hạng có chỉ số chắn và S, là tổng các số hạng có chỉ số lẻ. 


Chứng minh rằng  = $ 
I 


Có thể có một tam giác vuông mà số đo các cạnh của nó lập thành một cấp 
số cộng không ?. 
Tính tổng : 
IL 3 5 2n_—] 
) 2 + 2 + 23 2n , 


b)12—-22+32~47+...+ CỤ" .n 


Tìm m để phương trình x”— đảm - + 5x + (m+ 1 = =0 có bốn nghiệm lập 
thành cấp số cộng. 


Bài tập trắc nghiệm (13 - 19) 


Trong các dãy số („) sau đây, hãy chọn dãy số giảm : 
2 

(A) „ =sinn; — Œ) „y =“——” ; 
(C) „ =n—Ajn—L; (D) „y =(-0”(2°" +). 
Trong các dãy số („) sau đây, hãy chọn dãy số bị chặn : 
(A) „y = \n +1; (B) Hạ =n +: 

—N 
(CO „y=2”+1l; | (Đ)  =——T- 
Cho cấp số nhân („„), biết „; = 3, „ = —6. Hãy chọn kết quả đúng : 


(A) „sa =~24 ; — (B) w =48;  (Cj „ = —48 ; (D) „¿ = 24. 
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16. Trong các dấy số (w„) sau đây, dấy số nào là cấp số cộng ? 


(A) Œ®) 
. H„yi = Hà —Ì; MHn+i — Hạ +H; 
LẠ — mi ' bù) = 3 
(CÓ) (D) 
Hạzyi — H„ = 2; M„¿i = 2M„ + Ì. 
17. Cho cấp số cộng 
6, x, — 2, y. 
Kết quả nào sau đây là đúng 2? : 
_(A)x=2,y=5; (B)x=4,y=6; 
()x=2,y=-6 ; _—— (ŒP)x=4,y=-6. 
18. Cho cấp số nhân 
~2, x, — 18, y. 
Hãy chọn kết quả đúng : 
(A)x=6,y=~54; (B) x=—10, y= -26 ; 
(C)x=-6,y=-54; (D)xz=-—6, y= 54. 


19. Cho dãy số („„) với „„ = 3”.. Hãy chọn hệ thức đúng : 
Mị + Ù) 
(A) TC ®=u: (B) “2® =úạ ; 


Họa — Ì 
BS h (D) L2) ... Mio0o = Hsosg- 


(C) + + Hạ +... + Mịoog = 


LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ CHƯƠNG III 


§]. 

1.1.a) Đặt vế trái bằng Š„. Kiểm tra với r = 1, hệ thức đúng. 
Giá sử đã có $„ = — ới k > 1. Ta phải chứng minh 
"xẻ. 
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_ kQk +D 2a _ 3 + k+6k+ 4 


Š+i= 5y+3(k+ 1)— 1 2 2 


_ 3k? +7k+4 _ (k+1Q@k +4) 


= 2 2 (đpcm). 


b) Đặt vế trái bằng P„, làm tương tự như câu a). 


1.2. a) Đặt vế trái bằng S„. 


e Với n = 1, vế trái chỉ có một số hạng bằng 1, vế phải bằng 1Œ1—Ð_ 


‡ 


1. 


2 
e Giả sử đã có $%„ = “4k —U với k > 1. Ta phải chứng minh 


&+ D[4Œ+ Để -1] 
Sk¿I — mĩ ng gChhl 7 


Thật vậy, ta có . 
S¡= Š + [2@+1) — LÍ = % + (2k + DỂ 
— (2k + D[kQ@2k - 1) + 32k + D| 


"-.¬nố= 
=——g— +@+D) : 
2 
— (2k+ (#2 +5k +3) _ &+(@k+3)2k+0) _ &+ D4 + - | 
s 3 ˆ 3 ˆ 3 
b) Đặt vế trái bằng A„. 
-_® Dễ thấy với n = I, hệ thức đúng. 
„2 2 
e Giả sử đã có Á, = —= &> D). 
: 2 2 

Ta có Az„¡ = Á, + ( + U = —- +@+ 1Ÿ 

— (+ 2k? + 4k +4) _ + D?œŒ +2) 

-————-`" 


1.3. a) Đặt A„ = 11”?! + 122""!, Dễ thấy Aạ = 133, chia hết cho 133. 
Giả sử đã có A, = LIẾ! + 122*~! chia hết cho 133. ` 
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1.4. 


Ta có Az.¡ = 11” + 122! = 11.112! + 1221, 122 


=11.1121 


+ 122 1(11+ 133) = 11.A, + 133. 12227 
Vì A, : 133 nên A,,¡ : 133. 

b) HD : Đặt B„ = 2n” — 3n” + n, tính BỊ... 

Giả sử đã có B„ = 2k — 3k” + k chia hết cho 6. 


Ta phải chứng minh Ö,„¡ = 2( + 1) — 3( + 1)” + k chia hết cho 6. 
a) Với n = 1 thì2!”=8>7=2.1+ 5. ! | | 
Giả sử bất đẳng thức đúng với ø = k > 1, tức là 22 >2k+ 5. (1) 


Ta phải chứng minh nó cũng đúng với ø = k + 1, tức là 2”° > 2(k + 1) +5 
hay . 2°?%2kg+1.- (2) 


Thật vậy, nhân hai vế của () với 2, ta được 


1.5. 
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2°°>4k+10=2k+7+2k+3. — 

Vì 2k + 3 > 0 nên 2" > 2k + 7 (đpcm). 

b) Với n = 1 thì sinø + cos”ø = 1, bất đẳng thức đúng. 

Giả sử đã có sin”t ø + cos”“ ø < 1 với k> 1, ta phải chứng minh 
-sin?'?? œ + cos”“†? z < 1. Thật vậy, ta có 


*?! +. sin? ø + cos* ơ.cos? ŒØ. 


sin?**2 øz + cos?#*2? ø = sin 


2k 


2 
<sin + cos œ<I. 


Đây thực chất là bài toán giải bất phương trình trên Ñ*.- 


Phương pháp : Có thể dùng phép thử, sau đó dự đoán kết quả và chứng minh. 


a) Dùng phép thử với nø = 1, 2, 3, 4 ta dự đoán : Với ø > 3 thì bất đẳng thức 
đúng. Ta sẽ chứng minh điều đó bằng quy nạp. 


e Với ø = 3, hiển nhiên đã có kết quả đúng, vì 2” = 8 >2. 3 + 1 =7. 


e Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k, tức là 2" > 2k + 1, 


1.6. 


1.7, 


ta sẽ chứng minh bất đẳng thức cũng đúng với ø = k + 1, tức là 


2!!! >2k+3. (2) 
Thật vậy, nhân hai vế của (1) với 2, ta được 
2!*ÌS4k+2=2k+ 3+ 2k— 1> 2k + 3. 
b) HD : Dùng phép thử. 
Với ø từ l1 đến 6, bất đẳng thức đều không đúng. Tuy nhiền không thể vội 
vàng kết luận bất phương trình vô nghiệm. + / 
Nếu thử tiếp ta thấy rằng bất phương trình đúng khi ø = 7. Ta có thể làm 
tiếp để đi tới dự đoán : Với n > 7 thì bất phương trình được nghiệm đúng. 
Sau đó chứng minh tương tự như câu a). 
c) Làm tương tự như câu a) và câu b). 


ĐS:n>4. 
2. 3 4 
¬ l 1 2 2 3 4 
PVIN HS SE 1111 276974211 5974311 474421 
- ca — 
Ta có thể dự đoán Š„ =2 / 
Học sinh tự chứng minh công thức trên. 
Với n = 1, bất đẳng thức đúng. 
_ Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k > 1, tức là 
(l+z¡)(l+a¿) .. (1+ g/)> + +2 +... + đụ. (1) 


Nhân hai vế của (1) với l + 2¿,¡ ta được 

(+z¡)(1+a¿)... (1 + ay) (Ì + đ¿.¡) 3 (Ì+ai + +... + ay) (Ì + ay¿1) = 
=l+aip+4;+... + đy + đ/¿¡ + đ1đy.1 + đ2đ¿,¡ +... + đy.đy¿. 

Vì đI4z.¡ + đ24¿+¡ +... + đ¿. đ¿„¡ > Ö nên | 


(1+zj)(+4¿)... (+ a¿) (1 + az¿i) 3 Ï+đi +42 +... + đu + đy., 
⁄ 
nghĩa là bất đẳng thức cũng đúng với n = k + I. › 
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1.8. Với ø = 1 thì lz¡l = lail. 
Với n = 2 thì lưi + ¿| < lư¡l + lzạl. Đây là bất đẳng thức khá quen thuộc và 
dấu bằng xảy ra khi đ¡, a¿ cùng dấu. 


1 


Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k > 2. Đặt đi + đ; +... + đ¿ = A, ta có 


|AI < la¡| + laal +... + la, (1) 
mà lA + 4Ì <lAI + l2z„ | < lZ¡l + laal +...+ laạl + l2zil 
nên lữ, +4; +... + đy + 4g„¡Í < lail + laal +... + lưyl + 2,4, 


tức là bất đẳng thức đúng với ø = k + I. 


2.1.a) —› —~› —-› ——~› —~: Dự đoán dãy („„) giảm. 
10 103 105 107 10 ' 
101~20+) 


Ã “ b Z 2 L) 
Để chứng minh, ta xét tỉ số —Z+L = ———— 
Hạ 107 


b) —4, 2, 20, 74, 236. Xét dấu của hiệu „„¡ — mạ, 


c)3, Ác) ` cS, cS, Làm tương tự câu b)}. 


4 9 16 25 


3 S2. 27113. 81/4. 2g 


đ) ~,———.———.——.>~——: Phần tiếp theo có thể làm tương tự câu a). 


= —sz <1. Vậy dãy số giảm. 
10“ - 


Ề Chú ý. Qua bốn bài tập trên, học sinh có thể rút ra nhận xét về tính hợp lí của việc 


xét hiệu un++ — uạ hay xét tỉ số —“*ˆ P , khi khảo sát tính đơn điệu của dãy số. 
n 


2.2. a) Ta có wị = Ö. 
Xét hiệu „.¡ — M„ =(n+ 1 —4(n+1)+3— nẺ +4n - 3= 2n - 3. 
¡=0 


Vậy công thức truy hồi là 
+1 = Hạ +2n — 3 với n >1. 


128 


b) ư„= n” — 4n + 3 = (n — 2)” — 1> —1. Vậy dãy số (w„) bị chặn dưới nhưng. 
không bị chặn trên (Học sinh tự giải thích điều này). 


c)9„=1+2Ÿ+3ˆ+..+n7—4(1+2+...+n)+â3n 


- nín + 1)(2n + l) -Ạ, nín + Ì) + 3n 
6 2 ï 
_ nín + lJ(n + 1) — 12n(n + L) + lồn — nín + (2n - 11 + lần. 
6 ˆ 6 " 


2.3. b) HD : Tìm hiệu „„¡ — u„. - 


tị =] 
ĐS: 
H„myi = Mự„ +(n + 12” với n > I. 


c) HD : Xét dấu „,¡ — wạ„. 


2.4. a) TỪ 0„ị — u„=n” — ta có 


„=Ì 
Mạ — wị = 1Ÿ 
Mạ — uạ = 2° 
_ =(-2)° 
M„_† — HạT2 n2) 
— y_¡ =(= DỶ 
H„ — M„_¡ =(n 


Cộng từng vế ø đẳng thức trên và rút gọn, ta được 
¡„=1+12+2Ÿ+...+ứ- ĐỂ 


Sử dụng kết quả bài tập 1.2 b) — §1 ta có 


— 122 
12+22+..+(ø„—1)°= —== 
2 2 
-1 
Vậy ""==—¬.' 
4 
b) Moo = 24 502 501. 
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2.5. a) Tương tự bài 2.4. 
(n — ])(3n - 4) 


ĐS: H„= 5 + 2 
b) Tương tự bài 2.1. 


2.6. a) HD : Viết vài số hạng đầu để dự đoán công thức rồi chứng minh. 
n+l 


ĐS: uạ= 
b) HD : Làm tương tự bài 2.1. 
ĐS: n„ạ=3—n. 


¬ u z 3 . 
c) Với chú ý rằng -“+L = 3, Lập tích của ø — 1 tỈ số 


Suy ra H„ = 


2.7. a) „ị„=] 


b) Số các tam giác w„ tạo 
thành từ B và ø + 1 điểm 
chính là số tổ hợp chập 2 
của ø + 1 phần tử : 
2 

Hụ = Chu: 
Áp dụng công thức 

CẢ —= CC) + CT¬] Áo Ấi 42 43... Án Án... 
ta có C?.2= = C?¡ + li 
hay - „¿ai =„+n+]. 
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2.8. Vì 0 < „„ < 1 với mọi n nên 1 — z„,¡ > 0. Áp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có 
| 
Mayi (Ì — Ma+1) Si q) 


Mặt khác, từ giả thiết 


1 
Mz¿i<l— P Suy Ta 


" 
1 l_. 
Haxi c Mẹ € Mạ — TC Bây TT < Mạ (Ì — Mạyi). (2) 


So sánh (1) và (2) ta có 


Mm+I q— Mz+1) < Hạ qd— Mạ+1) hay Mn+| € Hạ. 


§3. 


3.1, 4) Hạ vị — Hy 3(n+ )—I—3n+1=3.- 
Vì mạ vị = ä„ + 3 nên dãy số (u„) là cấp số cộng với wị = 2,d4=43. 
b) ư„yi — uy = 2P! + 1 — 2" ~ 1= 2”, Vì 2” không là hằng số nên dãy số 
(z„) không phải là cấp số cộng. 
c) Ta có w„ = 2n + 1. 
Vì m„à¡ — Hy = 2(m+]) + Ï — 2n — I = 2, nên dãy đã cho là cấp số cộng với 
Muị=3;d=2. 
d) Để chứng tỏ (z„) không phải là cấp số cộng, ta chỉ cần chỉ ra, chẳng hạn 


M3 — Hạ # Hạ — HỊ là đủ. 
3.2.a) uị =8, d= ~3. 
b)uị= 1,34=3. 
c) „ị =36, đ= -13. 
d) uị =3, đ= 2 hoặc wị =~17, đ= 2. 
3.3.a) ĐS: „y=T—11 +4n (uị =—7, đ= 4). 
b) %2ọ = 620. 


3.4.DS:n= 6. 


Ú„ + Hạ +. = 2Ï () 

3ã:4) T8 @jiigfÐ CC | 
M[ +2 +ua = 215. (2) 

Áp dụng công thức Š„ = TÔI cnỢ tìm được wị + „ = 18, suy ra u; =9 @) 


Thay w = 9 vào (1) và (2) ta được hệ 
Mị +ua = 18 
ự hn H = 194. 
Từ đây tìm được Mị =5, úạ = 13. - | 
Vậy ta có cấp số cộng 5, 9, 13. 
b) Ta có bŸ = tỆ + (ị + đ)” +... + [my + (é  DđÏŸ 
= nưƑ + 2md[1 + 2+... + (n = 1)]+ đ2[@? + 2? +... + ứ — DŸ] 


n(n — 1)(2n — 1)đ? 
6 | 

nín — l)ad 

=. . (2) 


= nưỆ + nín — 1)mjd + () 
Mặt khác, a = ni + 


Từ (2) tìm được uy, thay u¡ vào (1) để tìm đ. 


2 2 
Kếtquả — đ=+ . 
nˆ(m" —]) 


¡S145 Đại. 


2 


3.6. HD : Sử dụng các công thức w„ = Tườơn và S„ 


chứng minh 


nản h 
Từ (1) suy ra hệ thức cần chứng minh. 
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3.7. Ta có ` 2 ; 
S= 2M" ỷ——.Ố 


Theo giả thiết 
Sự — [2m +ứn-1d]m _ mỸ 


Ẩm [2m + (@— Đd]n — g2 


Suy ra (2w — đ)ứm — n) = 0 (với m # n). 


d 
Từ đé _ 3. 
ừ đó H =2 
3 d 
Vậy ....a nh _ 2m—1. 
H„ — M tín Ùd ".. 2n -1 
3.8. a) Ta có w =2, d = 5, S„ = 245. 
2⁄2+(w„— D5 
24s = H2 †— Đổ] 2. su? ~ „ — 490 =0, 
Giải ra được ø = 10. 
Từ đó tìm được x = uạọ = 2 + 9.5 = 47. 
b) Xét cấp số cộng I1, 6, 11, ..., 96. Ta có 
96 = I+(n— 1)5 >n=20. 
Suy ra Sg=1+6+11+..+96= 2S0 + 36) _ oro 
và. 2x. 20 + 970 = 1010. 
.Từ đó x = 1. 


§4. 


lu 


4.1. a) Có thể lập tỉ số “*+L, Cấp số nhân có wị = —125, q = 25. 
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b) Cấp số nhân có ị = —-8l, q = -27. 
c) Dãy số („„) không phải là cấp số nhân. 


đ) Cấp số nhân với ¬ 
4.2.ĐS: a)m,=3,q=2. 
b) ø = 10. 
c)nm= 13. 
4.3.ĐS: a)n=6. 
b)n=Š5 
4 
Hg —y = l5 H —l)= 15 
4.4. a) Ta có hệ lM ' hay Mỹ 
M4” — Mg = Ô M(4” — đ) = 
15 4!Ở—1 — 2+1 


Do (1) nên g # +], suy ra — = 
6 a42-1)S k 


Biến đổi về phương trình 24? - 5a+2=0. 
: 1 
Giải ra được ạ = 2 và 4= ~- 
Nếu 4= 2 thì „ị = 1. 
Nếu ạ= 1 thì „¡ = —l6. 
2 
b)ÐS: Mị=l,q=2. 


4.5. HD : Gọi 4 số cần tìm là x, y, z, /, ta có : 

Cấp số cộng X,ỳ,Z,Í 

Cấp số nhân x—2,y—6,Z—7,t~ 2. 
x+Z=2y 
y+/=2z 
y6 =(x~ 2) —7) 
(z— 7” =~6)ữ - 2). 

ĐS:x=5,y=l12,z=19,/=26. 
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Ta có hệ 


4.6. ĐS : 10, 20, 40, 80. 


4.7. Từ giả thiết có 
May (Mạ + 4) = 2u, + 3 hay đạ„yi. Hạ + 4u, ¡= 20„+3. — ( 


x 3 — Mạ — 3 
Lập tỈ số Än>1 — l _. + 3_ Mnyiln + 2M„¿| — ln . (2) 
Xn †= Mạ TỦ Mu jM„ — M„yi + 38, — 3 


Từ (1) suy ra „2 ¡.u„ = 2u„ + 3 — 4u„,¡, thay vào (2) ta được 


Ẩn+I _ 2M, + 3~ 4My. + My, ~ Mạ — 3 — Mn — Huyi _ 1. 
Xạ — 2M„ + 3— 4M, q — Mạ„ài + 3M„ — 3 - S(M„ —M„ ¡ị) - 5 
1 ¬ | 
Vậy Xm+l = &m ta có cấp số nhân (x„) với 4=. Và Xị _ 
n¬I 
Tacó - x„= -45 : 
3\5 


Từ đó tìm được w„„ = 3 =1 =——————_=_- 
l— Xn 11 nÌ 
I+=l— 
KD 
4.8. HD : Làm tương tự Ví dụ 7. 
ĐS: Ba số phải tìm là 2, 14, 98. 
4.9. a) Biến đổi vế trái 


2.2 2:2 2;2 
cgê2 [T5 1 2Ì St s a“b 


acc? (b? ỷ a?ac 
+ + 
4. b C 
=d°+b`+cŠ. 
b) HD : Áp dụng bất đẳng thức Cô-s¡ cho các số a, b, c và b, c, d 


4.10. HD : Chứng tỏ hai dãy số đều là dãy tăng rồi ¡ chứng minh bằng phương 
pháp quy nạp. 
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3) 


Bài tập ôn chương III 


1. 
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a) HD : Xem ví dụ 2, §]. 

b) HD : Đặt A„ = n + (n + L)” + (¡+ 2)”, dễ thấy Ái : 9. 
Giả sử đã có A¿ : 9 với k > I. Ta phải chứng minh A,„¡ : 9. 
Tính A¿„¡ = A¿ + 9k” + 27k + 27. 

a) HD : Kiểm tra với n = l, sau đó biểu diễn 


A “i1 
*  w+IŒ&+2\(k+3) 


b) HD : Kiểm tra với n = 1. 


k(k + l(k +2) 
2 


Ak¿i= 


Giả sử đã có B„ = 


Ta cần chứng minh 


g.., „ (Ct Đ +2 +3) V ng cách tính B,. — B, 3 


2 2 


a) Với n = 4 thì 3! Ì = 27 > 4(4 + 2) = 24. 
Giả sử đã có 
3Ì > k( + 2) với k> 4. 
Nhân hai vế của (1) với 3, ta có 
3.3271 = 44+~! ` 3# (k + 2) 
=(k+1)[Œ+ 1) +2] + 2Ÿ + 2k ~ 3. 
Do 2⁄7+2£—-3>0 nên 3°? !> (+ 1)[@Œ + 1) +2], 
chứng tỏ bất đẳng thức đúng với n = k + 1. 


b) Giải tương tự câu a). 


a) Năm số hạng đầu là 1, 2, 4, 7, II. 
b) Từ công thức xác định dãy số ta có 


Hạyi = 2MHạ — Hạ ị + | hay tạ¿¡ — Hạ =H 


(k+ DŒ +2) 


H— M„_] + 1. 


Œ) 


q) 


Vì vạ = mạ„¡ — „ nên từ (1), ta có 

Vạ= Vv„ạ_¡ + l với n3 2. (2) 
Vậy (v„) là cấp số cộng với vị = ¿ — „ị = l, công sai đ = I. 
c) Để tính z„, ta viết 


vị=] 


kˆă = Hụ— Hung 
Cộng từng vế ø — I hệ thức trên và rút gọn, ta được 


Vị +92 +... + trị =l Tạ +ay= — 2+ Hy = Hạ |, 


Suy ra „= Ï+Vị+vs+..+w ,=l+ 
M n l 2 1 


a) Năm số hạng đầu là —: —. —. —. ——-: 


tế Xnrl — Hạt  H _ Hạ — H 
————- —= - ——  =—_›- —. l 
b) Lập tỉ số Vụ n+Ì mạ H„ ñ+] g) 
Theo công thức định nghĩa ta có “+L ~ “+! (2) 
Hạ ân 
\ à Yn+] 1, 1 
Từ (1) và (2) suy ra ) 3 hay v„ạ.¡ = 3ửn' 
n 
Vậy, dãy số (v„) là cấp số nhân, có vị = h q= : : 


c) Đề tính „„, ta viết tích của ø — l tỉ số bằng 3 


mÌ 
non ca =3) 
mm Wạc2 92 ị (3 
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Vậy 


H„ = m 
HD : Gọi số hạng thứ hai của cấp số cộng là w¿, ta có 

Họ = Mạ + 7đ, uạa = Hạ + 42d. 
Sử dụng tính chất của cấp số nhân w;. wạ4 = 2 và tổng các số là 217, ta có 


một hệ phương trình để tìm u¿ và đ. 


ĐS:n=20.. 


7. ĐS : Cấp số cộng 5, 25, 45. 


Cấp số nhân 5, 15, 45. 


§. HD : Gọi 3 số đó là a - đ, a, a + đ rồi áp dụng tính chất của cấp số cộng và 


cấp số nhân. 


9, Gọi số hạng thứ nhất của cấp số nhân là ¡ và công bội là g. 


10. 
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Ta có Šj= MỊ + H4” + tệ” +. q) 
Ÿ,= M4 +ug tua +... (2) 
Nhân hai vế của (l) với 4 ta có 
độp= Mạ + DI + Hư + . my 


S 


€ 


Vậy 4E” 


Gọi số đo ba cạnh của tam giác vuông là x — đ, x, x + đ. 
Theo giả thiết ta có (x + đ)” = (x— đ)”+ xỶ. () 
Từ (1) tìm được x = 0, x = 4đ. 


Như vậy có thể có tam giác vuông thoả mãn đầu bài, các cạnh của nó là 3đ, 
4d, 5đ. Đặc biệt, nếu đ = I1 thì tam giác vuông có các cạnh là 3, 4, 5 (tam 
giác AI Cập). 


11. a) HD : Đặt tổng là $„ và tính 2S„. 


2n+~3 
2n 


ĐS:5„= 3— 


b) HD : n” ~ (@w + 1)? = —2n — 1. Ta có 12 — 2= —3 ; 3Ÿ — 4ˆ =~—7;... 
Ta có wị = —3, đ = —4 và tính Š„ trong từng trường hợp n chẩn, lẻ. 
12. Đặt x”= y, ta có phương trình 
yˆ— (3m + 5)y + (m + 1)” =0. (1) 
Để phương trình có 4 nghiệm thì phương trình (1) phải có 2 nghiệm dương 


yị, y2 0 < y2). Bốn nghiệm đó là —Íy;, — vjÐị › vjÐI› Ajð2: 


Điều kiện để 4 nghiệm trên lập thành cấp số cộng là XÃ — Nồi = 2, 


hay y; = 9y¡, kết hợp với định lí Vi-ét tìm được zm = 5Š và m = ¬ : 
Đáp án Bài tập trắc nghiệm ` 
13. (C); 14. (D) ; 15. (B); 16. (C); 
17. (C); 18. (C) ; 19. (D). 
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hương IV. GIỚI HẠN 


§1. Giới hạn của dãy số 


A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


14. Giới hạn hữu hạn 


e© lim „ =0 khi và chỉ khi lu„l có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể 


"n->+œ 
__ từ một số hạng nào đó trở đi. 
se lim v„=z<> lim (v„ạ-)=0. 
„+œ "?ắ >+<œ© 


2. Giới hạn vô cực 


se lim w„ = +œ© khi và chỉ khi u„ có thể lớn hơn một số dương lớn tuỳ ý, 
”r>+œ 


kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
s® lim „„y =-œ<©> lim (—w„) = +. 


?”à+«œ ”ắà+©œ© 


Lưu ý: Thaycho lim „„ =a, lim w„ = +, taviếttắt limu„ = a, lim„„ = +. 
. _>+œ >+œ ' 


3. Các giới hạn đặc biệt 


 ] ¬Ắ : : 
a) lim =0; lim—- =0; lim nŸ = +œ, với k nguyên dương. 
" 
b) lim ”=0_ nếu lạ<1; lima” = +œ nếu 4 >1, 


c) limc =c (c là hằng số). 
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4. Định lí về giới hạn hữu hạn 
a) Nếu limw, = a và limv„ = b, thì : 
® lim(u„ +v„)=a+b; e lim(„ —v„)=a—b; 


se limu„v„, = ab ; e lim->=< (nếu b z 0). 
vạ b 


b) Nếu w„ > 0 với mọi ø và limuw„ = z, thì a > 0Ö và lim đhưy, = Ýã. 
5. Định lí liên hệ giữa giới hạn hữu hạn và giới hạn vô cực 


“ g: ` H vụ 
a) Nếu limz„ = a và limv„ = +œ thì lim-^~ = 0. 
H 


b) Nếu limu„ = a >0, limv„ = Övà v„ > Ö với mọi ø thì lim-* = +œ. 
n 
c) Nếu limw,„ = +œ và limvạ => 0 thì limw,v„ = +œ, 
6. Cấp số nhân lùi vô hạn 
° Cấp số nhân lùi vô hạn là cấp số nhân vô hán có công bội z thoả mãn |z| < 1. 


e Công thức tính tổng Š của cấp số nhân lùi vô hạn („) 


Cho dãy số („„) với limu„ = 1. Chứng minh rằng, kể từ số hạng nào đó 


trở đi, tất cả các số hạng của (u„) đều nằm trong khoảng : 


a) (0,9; 1,1); b) (0,99 ; 1,01). 
Giải 
limu„ =1 @ lim(„„ - 1) =0. Do đó, |u„ — 1| có thể nhỏ hơn một số 


dương bé tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
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11-0, 
2 


lz„ — 1< 0,1 © ~0,1 < ø„— 1< 0,1 © 0,9 < „„ < 1,1 kể từ một số hạng 
nào đó trở đi. 


a) Lấy số dương này là 0,1 (bằng ), ta CÓ : 


Nói cách khác, tất cả các số hạng của dãy („), kể từ một số hạng nào đó 
trở đi, đều nằm trong khoảng (0,9; 1,1). 

“ “ > 1,0 — , Z 
b) Lấy số dương này là 0,01 (bằng —_.~ ta CÓ : 
lz„ — 1Ì < 0,01 © —0,01 < „„ — 1< 0,01 © 0,99 < „„ < 1,01 kể từ một số 
hạng nào đó trở đi. 
Nói cách khác, tất cả các số hạng của dãy („), kể từ một số hạng nào đó 
trở đi, đều nằm trong khoảng (0,99 ; 1,01). 


e Ví dụ 2 


¬ } } n+] vn. 4 ¬ 
Biết dãy số („„) thoả mãn lu„;| <—— Với mọi ñn. Chứng minh răng 
h 


limw„ = 0. 
Giải 
1 1 
n+Ì n+] Tà = 
Đặtv„ = ——. Ta có limv„ = lim——— = lim =0. Do đó, l» |có 
X. n ` 


thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý kể từ một số hạng nào đó trở đi. (I) 
Mặt khác, theo giả thiết ta có |u„| < v„ < |vạ|. _ _ @) 
Từ (1) và (2) suy ra |u„| có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý kể từ một số 


hạng nào đó trở đi, nghĩa là limu„ = 0. 


e Ví dụ 3 


Cho biết dãy số (z„) thoả mãn w„ > n” với mọi n. Chứng minh rằng 


limu„ = +œ. 


Giải 
Vì limn” = +œ (giới hạn đặc biệt), nên nˆ có thể lớn hơn một số dương 
lớn tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 


Mặt khác, theo giả thiết u„ > nẺ với mọi nø, nên „„ cũng có thể lớn hơn một 
số đương lớn tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. Vậy limw„ = +œ. 


> Nhận xét : Trong các ví dụ trên, ta đã vận dụng trực tiếp các định nghĩa về giới 
hạn của dãy số. 


e Ví dụ 4 


| 1 1 1 
đà»? in  "Ẻ????"P na??? 
lim——————— =lim_—L *®—— im —*⁄ —— 0. 


1—2n 1—2n? - 
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Tính lim(—nˆ + mÍn + 1). 


Giải 
lim(—n” + mỶn + l)= bác I — H — +] = —œ, 
n 


e Ví dụ 8 


Tính lim| nề +n—Nn?— ì 


Giải 


PK “m.h.a 


lm| Na? + n ~ Vn? = 1] = im vi lượn 


- “{ [tr 
v22 „2222 1 Ƒ T1 [T1 2 
nỄ + +Ýn ~ _ +n Ti _ + I—= 
n 


> Lưu ý : Khi giải bài toán ở Ví dụ 7, ta đã biến đổi về dạng có thể áp dụng hai tính 


chất sau : 
e lim, = +œ © lim(— w„) = —œ. (1) 
e Nếu limw„ = +œ và limv„ = a > Ô thì limu,v„ = +œ. (2) 


Tuy nhiên, những biến đổi trên không còn thích hợp với Ví dụ 8. Quả thực, 
nếu làm tương tự như vậy ta sẽ có : 


lim|VnỄ + nề —1| =l |zmm[ll+z~n h-2] 
" 
-Hmn|ÍI+*z- =2] 
n \ n? 
. l l ˆ ˆ 2z * ^/, ˆ 
Vì lim —_¬ II = 0, nên không thể áp dụng tính chất (2) ở trên. 
" 


144 


> Nhận xét : Để tìm giới hạn của một dãy số ta thường đưa về các giới hạn dạng đặc 
biệt và áp dụng các định lí về giới hạn hữu hạn hoặc các định lí về giới hạn 
VÔ CỰC. _ 
Để có thể áp dụng được các định lí nói trên, thông thường ta phải thực hiện 
một vài biến đổi biểu thức xác định dãy số đã cho. Sau đây là vài gợi ý biến 
đổi, có thể vận dụng tuỳ theo từng trường hợp : 
- Nếu biểu thức có dạng phân thức mà mẫu và tử đều chứa các luỹ thừa 
của n, thì chia tử và mẫu cho nỄ, với k là số mũ cao nhất. 
- Nếu biểu thức đã cho có chứa ø dưới dấu căn, thì có thể nhân tử số và 
mẫu số với cùng một biểu thức liên hợp. 


e Ví dụ 9 


„ị = A2 
M„z¿i =Al2+„ vớin3I. 


Cho dãy số (u„) xác định bởi 


Biết (u„) có giới hạn hữu hạn khi n —> +œ, hãy tìm giới hạn đó. 


Giải 
Đặt limu„ = a. Ta có 
H„vi = A|2 + uy —> limam,,¡ = lim J2 + „ 
=> a=v2+a>a -a-2=0>a=-l hoặc a = 2. 
Vì „„ >0 nên limu, = a> 0. Vậy limu„ = 2. 
Lưu ý : Trong lời giải trên, ta đã áp dụng tính chất sau đây. 
"Nếu limu„ = đ thì limu,.¡ = đ”. 


Bạn đọc có thể chứng minh tính chất này bằng định nghĩa. 


e Ví dụ 10 
Cho dãy số (u„) xác định bởi công thức truy hồi 
„=1 
L2 
Hn+| —5-n- với n > 1. 


L) 
Dấy số (w„) có giới hạn hay không khi n — +œ ? 
Nếu có, hãy tìm giới hạn đó. 
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„ | 2 3 . ú n 
Ta CÓ MỊ= 2 ¡2= 2 ý ¡ Mạ = . Từ đó dự đoán w„=—T- (1) 
Chứng minh dự đoán trên bằng quy nạp : 
“ C HH 
— Với n = 1, ta có „ị = TT = 2 (đúng). 
.. k > F) 4 2" ~ ` k 
- Giả sử đăng thức (1) đúng với n = k (k > 1), nghĩa là w„ = xraT 
sự“ , ] l k+]l ~. Tà để ‹ 
Khi đó ta có wy.¡ _— = ¬¬ =2" nghĩa là đăng thức (l) 
k+I 
cũng đúng với n = k + 1. 
n 
— = * 
Vậy Hạ maT th €NT. 
Na“ Z1: . " . 1 
Từ đó ta có lim, = lim = lim——— = Ì 
+Ì 1 l 
n 


> Nhận xét : Để tìm giới hạn của dãy số cho bằng công thức truy. hồi ta có thể tìm 
công thức tổng quát, cho phép tính u„ theo n, bằng cách dự đoán công 
thức này, và chứng minh dự đoán bằng quy nạp. Sau đó, tìm giới hạn 
của („„) qua công thức tổng quát. 


e Ví dụ I1 


Tính tổng s=2-42+I1--E+3+-... 


J2 


Giải 

1 1 

Dãy số vô hạn 2,—2,1,—-=. ~, 
y LÝ 
a- 2 - 1 
2. W 


.. là một cấp số nhân với công bội 
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Vì |ạ| = —= < Ì nên dãy số này là một cấp số nhân lùi vô hạn. 


F3|*ø 


Do đó, §= 2—^A/2+1— Lực : 22 


-=+x—..= = 


⁄2 2 1+ 2+1 


e Ví dụ 12 


Tìm dạng khai triển của cấp số nhân lùi vô hạn (v„), biết tổng của nó 


bằng 32 và v› = 8. 


Giải 


Từ giả thiết suy ra = > = 32. Mặt khác, v¿ = vịg = 8 —> vị = 


sieœ 


1... 


Thế vào đẳng thức trên ta có : 


_5 _ 
4q~=4) 
Từ đó Vụ = vaạ”? = S.—— =—— 


Vậy dạng khai triển của (v„ạ) là: 16, 8, 4, 2, 1, 1 : 


e Ví dụ 13 
Viết số thập phân vô hạn tuần hoàn sau đây dưới dạng phân số hữu tỉ : 


a=2,131313... (chu kì 13). 


Giải 
HH 
a=2,131313... = 2+ + +... l3, _2„_ 100 
100 
VI3 20 
99 99“ 
(W 100” ng — ,... là một cấp số nhân lùi vô hạn, công bội 4 = T08) 
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> Nhận xét : - Cách tính tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn : Nhận dạng xem dãy 
số đã cho có phải là một cấp số nhân lùi vô hạn không (nếu điều này chưa 
được nêu lên trong giả thiết của bài toán). Sau đó, áp dụng công thức tính 
tổng đã biết trong SGK. 


- Cách tìm cấp số nhân lùi vô hạn khi biết một số điều kiện : Dùng công 
thức tính tổng để tìm công bội và số hạng đầu. 


- Cách viết một số thập phân vô hạn tuần hoàn dưới dạng phân số hữu tỉ : 
Khai triển số đã cho dưới dạng tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn và tính 
tổng này. 


C. BÀI TẬP 


1.1. Biết rằng dãy số (⁄„) có giới hạn là 0. Giải thích vì sao dãy số (w„) với 
= lu„| cũng có giới hạn là 0. Chiều ngược lại có đúng không ? 
1.2. Vì sao dãy số (w„„) với „„ = (—1)” không thể có giới hạn là 0 khi n —> +œ ? 


1.3. Cho biết dãy số (u„) có giới hạn hữu hạn, còn dãy số (y„) không có giới 
hạn hữu hạn. Dãy số (w„ + v„) có thể có giới hạn hữu hạn không ? 

1.4. a) Cho hai dãy số („„) và (v,). Biết limu„ = —oœ và v„ạ < „„ với mọi n. Có 
kết luận gì về giới hạn của dãy (v„) khi n —> +œ ? 


b) Tìm limv, với v„ạ = —n!. 


1.5. Tính giới hạn của các dãy số có số hạng tổng quát sau đây, khi n —> +œ. 


2n — 3n” +1 3n" —5n +1 
8) đụ Ea b)b>„= Ti 
Hẻ+n nh+4 
2mjn (2 ~ 3n)°(n + ĐŸ 
c) c„=— d) d„ =—————; 
nh+2n—| ]- 4n 
1 ⁄2\ # 
¬.—~ n,=|—Ÿ | " 
bự —39-49+1. h)y — Ýnh+w—1— An? —2 
mm." mộ n+3 


148 


1.6. Tính các giới hạn sau : 
a) limŒ2 + 2n — 5) ; b) lim(—nÌ — 3n” — 2) ; 


c) lim| 4" + C2)” | h d) lmn| = \ư? + 2|, 


1.7. Cho hai dãy số („„) và (v,). Chứng minh rằng nếu limv„ = 0 và l„;| <ư„ 


với mọi ø thì lim„„ = 0. 
1.8. Biết |u„ — 2| < m Có kết luận gì về giới hạn của dãy số (u„) ? 


1.9. Dùng kết quả câu 1.7 để tính giới hạn của các đãy số có số hạng tổng quát 
như sau : 
(1# _ 2-m(C-”, 


PM, = 2y <T __—. 


đ) u„ = (0,99)”cosn; — e) w„=5”— cos NI 


a) Hạ = "nụ 


1.10. Cho dãy số (u„) xác định bởi công thức truy hồi 
MỊị = 2 


+] 


H VỚI ñ > Ì. 


n+] — 


Chứng minh rằng (z„) có giới hạn hữu hạn khi  —> +. Tìm giới hạn đó. 


1 LOẠI 
1.11. Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn I,— 5 , h »— s - [-;] " 


1.12. Tính tổng Š = 1 + 0,9 + (0,9) + (0,9)” +... + (0,9 Tự... 


1.13. Tìm số hạng tổng quát của cấp số nhân lài vô hạn có tổng bằng 3 và công 


2 
bội g= £ 
4= 3 


1.14. Cho dãy số (b„) có số hạng tổng quát là b„ = sinz + sin“ø +... + sin°ø 


với øữ z 5 + k. Tìm giới hạn của (b„). 
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1.15. Cho số thập phân vô hạn tuần hoàn z = 34,121212... (chu kì là 12). Hãy 


viết a dưới dạng một phân số. 


1.16. Giả sử ABC là tam giác vuông cân tại A với độ dài cạnh góc vuông bằng I. 
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Ta tạo ra các hình vuông theo các bước sau đây : 


— Bước ! : Dựng hình vuông màu xám có một đỉnh là A, ba đỉnh còn lại là 
các trung điểm của ba cạnh AB, BC và AC (H.1). Kí hiệu hình vuông này 
là (1). 


Hình 1 Hình 2 Hình 3 


— Bước 2 : Với 2 tam giác vuông cân màu trắng còn lại như trong hình 1, 
ta lại tạo được 2 hình vuông màu xám khác theo cách trên, kí hiệu là (2) 
(H.2). 


— Bước 3 : Với 4 tam giác vuông cân màu trắng như trong hình 2, ta lại tạo 
được 4 hình vuông mới màu xám theo cách trên (H.3). 


— Bước thứ n : Ở bước này ta có 2”! hình vuông mới màu xám được tạo 
thành theo cách trên, kí hiệu là (n). 
a) Gọi u„ là tổng diện tích của tất cả các hình vuông mới được tạo thành ở 


bước thứ ø. Chứng minh rằng „ = ng 
2 

b) Gọi SŠ„ là tổng diện tích của tất cả các hình vuông màu xám có được sau 
n bước. Quan sát hình vẽ để dự đoán giới hạn của Š„ khi m —> +œ. Chứng 
minh dự đoán đó. 


§2. Giới hạn của hàm số 
| A. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 
1. Giới hạn hữu hạn 
e Cho khoảng K chứa điểm xạ và hàm số y = ƒ{z) xác định trên K hoặc trên 
K$ tạ]. 
. ƒŒ)=L khi và chỉ khi với dãy số (x„) bất kì, x„ạ œ KMxạ} và 
X„ —> xạ, ta có lim ƒ(x„) = L. 
e Cho hàm số y = ƒ(x) xác định trên khoảng (xg ; Ủ). 
BI ƒŒ) = Lkhi và chỉ khi với dãy số (x„) bất kì, xạ < x„ < Ö và x„ — *ọ, 
x 
„ lim ƒ(x„) = L. : 
e Cho hàm số y = ƒ{x) xác định trên khoảng (2 ; xạ). 


lim ƒ(z) = L khi và chỉ khi với dãy số (x„) bất kì, a < x„ < xạ Và xX„ —> Xọ, 
x¬xg 


ta có lim ƒ(x„) = L. 
e Cho hàm số y = ƒf(z) xác định trên khoảng (2 ; +œ). 

lim ƒ(x) = L khi và chỉ khi với dãy số (x„) bất kì, x„ > a và x„ —> +œ thì 
x¬+©_ 

lim ƒ(x„) = L. 
e Cho hàm số y = f(z) xác định trên khoảng (—œ ; đ). 

lim ƒ(z) = L khi và chỉ khi với dãy số (x„) bất kì, x„ < a và x„ —> —oœ thì 
x—œ : 


lim ƒ(x„) = È. 
2. Giới hạn vô cực 
Sau đây là hai trong số nhiều loại giới hạn vô cực khác nhau : 
e Cho hàm số y = z) xác định trên khoảng (2 ; +). 
lim ƒ(x) =—œ khi và chỉ khi với dãy số (x„) bất kì, x„ > đ và x„ —> +œ, 
x+œ 


ta có lim ƒ(x„) = — ®. 
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e Cho khoảng K chứa điểm xọ và hàm số y = ƒ{+) xác định trên K hoặc trên 
lim ƒ(z) = +©khi và chỉ khi với dãy số (x„) bất kì, x„e K \Nxo} và 
x->*o 
*„ —> *ọ, ta có lim ƒ(x„) = + œ,. 
> Nhận xét : ƒ(x) có giới hạn +œ khi và chỉ khi -ƒ(x) có giới hạn —œ. 


3. Các giới hạn đặc biệt \ 


a) lim x = sọ. 


x->*ọo 

b)lmc=c; c) lmec=c; đ) lim “=0 (c là hằng số). 
Xx->*g . x->‡œ x->+œ 

e) lim xế =+œ, với k nguyên dương.. 
x—>+® 

f lim xÝ =-œ, nếu klàsốlể;  g) lim xẾ = +œ, nếu # là số chẩn. 
,À\ >—Ằ© x—>—œ 


4. Định lí về giới hạn hữu hạn 


Định kí I 


.a)Nếu lim ƒ(+)= L và lim g(x) = M, thì 
x->*ọ x->*ọ 


e lim [ƒŒ&)+z(x|=L+M; 
x->*%o 

ø lim [ƒŒœ)- øg@œ)]|=L~M ; 
x->%pg 

se lim [ƒ@).e@œ)]= LM ; 

, x->*p0 

° " To = # ¬ MxzO); 


b) Nếu ƒ@œ) >0 và lim ƒ(@+) =⁄, thì L>0 và lim Vƒ@) = VL. 
x->*%po x->*g 


Ề“. Chú ý : Định lí 1 vẫn đúng khi x —> +œ hoặc x —> —œ. 
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Định lí 2 
lim ƒ(x) = L khi và chỉ khi lim ƒ(x)= lim ƒ(x) = 
^ xo» 


x*x->*p x¬*ọo 


5. Quy tắc về giới hạn vô cực 


a) Quy tắc tìm giới hạn của tích ƒ().g(œ) 


(Dấu của g(+) xét trên một khoảng K nào đó đang tính giới hạn, với x # xạ). 


B. VÍ DỤ 


2x⁄+x-3 


Cho hàm số ƒ@) = 1 


| Dùng định nghĩa chứng minh ng lim ƒ(x) = 
xi 
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Giải 
Hàm số đã cho xác định trên R\ {1}. 
Giả sử (x„) là dãy số bất kì, x„ # 1 và x„ —> l. 


3 
212 +xy—3 „20, — DO, +3) 


Xn ĂÍ n—>+œ x„ 


nếu x > Ö 


Cho hàm số ƒŒœ) = : 
l—x, nếu x < 0. 


Dùng định nghĩa chứng minh rằng hàm số ƒfz) không có giới hạn khi x—> 0. 


Giải 
Hàm số đã cho xác định trên IR. 
x “ l 

Lấy dãy số (x„) VỚI x„ = " 

Ta có x„ >0và lim ƒ(x„)= lim x„ = lim + =0. q) 
nñ—>+œ - nñ—>+œ n—>+œ Ï† 

Lấy dãy số (y„) VỚI y„= —— 

Ta có y„->0và lim ƒ(y„)= lim (1- y„) = lim (+ + =]. (2) 
nñ—>+œ ñ—>+œ ñ>+œ Là 


Từ (1) và (2) suy ra hàm số ƒf{z) không có giới hạn khi x —> 0. 


Ề> Nhận xét 


Để dùng định nghĩa chứng minh hàm số y = ƒ{z) không có giới hạn khi x — > Xọ; ta 
thường làm như sau : 


e Chọn hai dãy số khác nhau (2„) và (b„) thoả mãn : z„ và b„ thuộc tập xác định 
của hàm số y = ƒfz) và khác xọ ; đ„ — xọ; Ö„ — *o ; 


154 


e Chứng minh rằng lim ƒ(z„) lim ƒŒ„) hoặc chứng minh một trong các giới 
>+œ >+œ 
hạn này không tổn tại. 


Lưu ý : Trường hợp x —› xạ, x —> xạ hay x —> +œ chứng minh tương tự. 


e Ví dụ 3 


cị lim (xÌ+x?—x+1); 


x— 


Giải 

a) lim | x2 +5 =1] = C2) +5 =1=2 

x—— ` 

.,_ #X+l 3+1 
TT 

2 1 1 1 

c©) lim (—x” +x“-x+l)= lim x”- 1+——-z+-)=1+9. 

x—-œ . x—œ x x 
đ) Tacó lim (1- x) =-3 <0. q) 

x4 

lim (x— 4} = 0và (x— 4} >0 với mọi x # 4. (2) 
x4 
Áp dụng qui tắc về giới hạn vô cực đối với thương hơi ý từ (1) và (2) suy 

: l—x 
ra lim >=~— 

x>4(x— 4) 
e) Ta có lim (2x-I)=5>0, lim (x-3)=0 và œ& - 3) < 0 với 

x3 x3 

: ¬¬ 

mọix < 3. Do đó, lim = —œ 
xo3 xX—3 


Nhận xét 


Trong các ví dụ trên ta đã dùng trực tiếp các định lí về giới hạn của tổng, hiệu, 
tích, thương và căn của các hàm số hoặc các quy tắc về giới hạn vô cực. 
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e Ví dụ 4 
Tính các giới hạn sau : 
2 
2 
9 ấp sụn b) lim 
x>l2yx/ -x—] 


Ti: 
. 
_ 2x +3x—4 
e) lim “—————— 


_ d) lim 3X —*— Y2 + 
xo+—x =x“+]H 


vào 2x33. 
e) lim hÍ Ị cỈh Ð lim Q43? - x + 2x). 
x0 X* x+®+l dì, 
Giải 


xÈ+2x-3 _.. (x—1)&+3) 
x2+2x-3 iu Œ=1@ +3), 
xol2x2 —x-1 )m 


x+3 — 4 
2œ =1) +2) xol2x+Ì 3 


2—x (2~ x){|x+7 +3) 
b) lim-—-2—“—=ñm CS) 
x>2A4lx+7—3 


~ x~2 x2 
3 4A- 
2+ 7- 
2 3 
c) lim 2x) +3x—4_— im — 
xo+e~x) —? +] xo+e "...=: 
* x 
V4x? +1 — lxị I~— ~| m 
: —n= = _ lim X 2 
x> — 2x+3 — v-à-so 5x3 


4+ 
= 2x+3 mm 3 Ị 
2+— 
* 
c l( | __ lI=(Œœ+]) ¬Ị 
se lớn LÍ—L —IÌš ñmiC€?†Đ_— gm " 
› lm lội vo XŒ+l) vxou@Œ+]) 
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'zAv2 2 
—x)—4 
lim (4x2 -x+2x)= ñm CS —=1-#, 


xX—œ x—>—œ 4x —x_—-2x 


> Nhận xét 


Khi tính giới hạn mà không thể áp dụng trực tiếp định lí về giới hạn trong sách 
giáo khoa, ta phải biến đổi biểu thức xác định hàm số về dạng áp dụng được các 
định lí này. 
Sau đây là một số cách biến đổi thường được dùng. 

M(x) 


® Tính lim ——— khi lim ,(x) = lim v(x) = 
x—xọ VỈxX x*ọ x*g 


— Phân tích tử và mẫu thành tích các nhân tử và giản ước. Cụ thể, ta biến đổi 
như sau : 
02) — ạc (X-xp)A+x) .. AŒG) 


lim ——— 1 lim và tính lim AG) 
x—>*ọ v(x) x—xe(X— *g)B(x)  x¬„¿ BŒ) x—>+ọ BŒœ)' 


— Nếu u(+) hay v(x) có chứa biến số dưới dấu căn thì có thể nhân tử và mẫu 
với biểu thức liên hợp, trước khi phân tích chúng thành tích để giản ước. 


® Tính lim ,@) khi lim w(x) = +œ và lim v(x) = +œ 
x->‡œ V(Xx x¬->zp xo xxx 
- Chia tử và mẫu cho x” với ø là số mũ bậc cao nhất của biến số x (hay 


phân tích tử và mẫu thành tích chứa nhân tử x” rồi giản ước). 


¬ Nếu (x) hay v(x) có chứa biến x trong dấu căn thức, thì đưa x ra ngoài 
đấu căn (với k là số mũ bậc cao nhất của x trong dấu căn), trước khi chia tử 
và mẫu cho luỹ thừa của x. 


® Tính Jim re) _ v()] khi bi u„u(x) = +œ và lim v(x) = +œ 
x->*% 


hoặc Jim u(x).v(x) khi Si „(x) = Ö và lim v(x) = +œ, 
~*o x->%ọ 


Nhân và chia với biểu thức liên hợp (nếu có biểu thức chứa biến số dưới dấu căn 
thức) hoặc quy đồng mẫu để đưa về cùng một phân thức (nếu chứa nhiều 
phân thức). 
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C. BÀI TẬP 
2.1. Dùng định nghĩa tìm các giới hạn 


3 
| 
a) lim HE CÁC b) lim =— Ẫ 

x>5s3T—X x+© x“ + | 


, nếu x>0 


3= 1, nếu x <0. 


2.2. Cho hàm số fz) = L 
a) Vẽ đồ thị của hàm số ƒfx). Từ đó dự đoán về giới hạn của ƒ(x) khi x —> 0. 
b) Dùng định nghĩa chứng minh dự đoán trên. 

2.3. a) Chứng minh rằng hàm số y = sinz không có giới hạn khi x —> +œ. 
b) Giải thích bằng đồ thị kết luận ở câu a). 

2.4. Cho hai hàm số y = ƒ{z) và y = £(z) cùng xác định trên khoảng (—œ ; 4). 
Dùng định nghĩa chứng minh rằng, nếu lim ƒ(z) = L và lim g(z) = M 

: x-œ x——œ 
thì lim ƒ(+).g(+) = 
x->—œ 


2.5. Tìm giới hạn của các hàm số sau : 


3 

a) ƒ#) = —— b) hG) = “Ý— “Ổ khi x—> ~2; 
l (x+2) 

c) k@) = 4x2 -x+1 khix->T—©;  đƒ@)=x)+x7+ 1 khi x—> —œ; 
— 15 

©) hQ) = — -2” và khi x — —2'. 

2.6. Tính các giới hạn sau : 
. ỳ Ậ- 
a) im —TTỶ—, b) Mã la 
x>-3x“Ứ +2x_—3 x0 


_ ._. lI-=2x+3 
x>l4/x+3—2 xo+o_ x9 
| 2 5 
— 1) — 2 
) Ý_= Y j lim “=—.. 
x>0 x“\x“ +] x>-® x +x+3 


2.7. Tính giới hạn của các hàm số sau khi x —> +œ và khi x —> —œ 


l v2 
3) /Ñœ)= XX =3Y, b)ƒ#@)= x+Vx?-x+l; 


» 


x+2 
c) ƒ@&) = Yx?—x_—Nx” +1. 
2.8. Cho hàm số 
2x? -15x+12 
0= “TT” 
x?—-5x+4 
có đồ thị như hình 4. 


a) Dựa vào đồ thị, dự đoán giới 
hạn của hàm số ft) khi x—> l”; 
xi ;x>4 °;xo4 ; 
x — +o và khi x —> — œ. 


b) Chứng minh dự đoán trên. 


2.9. Cho hàm số 
"1 
ƒœ)=4x—l x 3-1 
mx + 2, nếu x <l. 


,„ nếu x>Í 


Hình 4 


Với giá trị nào của tham số m thì hàm số f(x) có giới hạn khi x -> 1 ? Tìm 
giới hạn này. 
2.10. Cho khoảng K, xạ e K và hàm số y = ƒ(z) xác định trên K \ {xạ}. 
Chứng minh rằng nếu lim ƒ(x) = +œ thì luôn tồn tại ít nhất một số c thuộc 
x¬—*%g . 


KYfzo} sao cho ƒ(c) > 0. 
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2.11. Cho hàm số y = ƒ(z) xác định trên khoảng (2 ; +©). 


Chứng minh rằng nếu lim ƒ(x) = —œ thì luôn tồn tại ít nhất một số c 
x+eœ 


thuộc (ø ; +œ) sao cho ƒ(c) < 0. 


§3. Hàm số liên tục 
A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


4. Hàm số liên tục 
e Cho hàm số y = ƒ(x) xác định trên khoảng K và xạ e Ấ. 


y =ƒ#) liên tục tại xg khi và chỉ khi lim ƒ(x) = ƒGq). 
x>*%ọg 


e y =ƒz) liên tục trên một khoảng nếu nó liên tục tại mọi điểm của khoảng đó. 
e y =ƒ(Œ) liên tục trên đoạn [ø ; b] nếu nó liên tục trên khoảng (a ; b) và 


lim ƒ(x) = ƒ(4), hm ƒ(x) = ƒ0). 


xa 
> Nhận xét : Đồ thị của hàm số liên tục trên một khoảng là một "đường liền" trên 
khoảng đó. 
2. Các định lí 
Định lí I 
a) Hàm số đa thức liên tục trên toàn bộ tập số thực ïR. 


b) Hàm số phân thức hữu tỉ và hàm số lượng giác liên tục trên từng khoảng 
của tập xác định của chúng. 


Định lí 2 

Giả sử y = ƒ@) và y = g(z) là hai hàm số liên tục tại điểm xạ. Khi đó : 

a) Các hàm số ƒf{>x) + ø(), +) — øŒœ) và ƒf+x).z(+) cũng liên tục tại điểm xạ ; 
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b) Hàm số BE liên tục tại xạ, nếu gø(ạ) # 0. 


Định lí 3 

Nếu hàm số y = ƒ{z) liên tục trên đoạn [z ; b] và f(2)(b) < 0 thì tồn tại ít 
nhất một điểm c e (2 ; b) sao cho ƒ(e) = 0. 

Mệnh đề tương đương : 

Cho hàm số y = ƒ@œ) liên tục trên đoạn [2;b] và ƒ{2)ƒ) < 0. Khi đó 
phương trình ƒ{z) = 0 có ít nhất một nghiệm trong khoảng (2 ; Ð). 


B. VÍ DỤ 


e Ví dụ 1 
x+3 
Xét tính liên tục của hàm số ƒ) = 4 x — 1` 
2, nếu x=-Ì 


nếu xz# —l 


tại điểm x = —]. 


Giải 
Tập xác định của hàm số đã cho là D = IR, chứa x = —1. 


Ta có,Ñ_1)=2và lim X* =-1z £CD). 
xo—Ix— Ì 


Do đó, hàm số không liên tục tại x = — l. 


e Ví dụ 2 


xi -2x-3 


Xét tính liên tục của hàm số ƒ(+) =|J— x3? nếu x#3 


5, nếu x=3 


trên tập xác định của nó. 
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Giải 
Tập xác định của ƒf(z) là D = R. 
xế -=2x— 


—3 
trên các khoảng (—œ ; 3) và (3 ; +œ). 


— Nếu x # 3 thì ƒ(z) = 3 là hàm số phân thức hữu tỉ, nên liên tục 


— Tại x =3, ta có ƒ(3) = 5 


2 ` — 
lim ——2*~3 - lim {+ ĐG~ 3) _ Iim(x + 1Ð) = 4 z ƒQ). 
x—>3 x—3 x—3 x—3 x—>3 
Do đó ƒ(z) không liên tục tại x = 3. 


— Kết luận : Hàm số ƒ{z) liên tục trên các khoảng (—œ ; 3), (3 ; +), nhưng 
gián đoạn tại x = 3. 


e Ví dụ 3 
Chứng minh rằng phương trình sau có ít nhất hai nghiệm : 


2x” — 10x—7=0. 


Giải 
Xét hàm số. ƒ{x) = 2xŸ — 10x — 7. 
Hàm số này là hàm đa thức nên liên tục trên R. Do đó nó liên tục trên các 
đoạn [—I ; 0] và [0 ; 3]. () 
Mặt khác, ta có : 
ƒ#CD=1;Ấ0)=-7 và #@)=11. 
Dođó ƒ-1)f(0)<0 và ƒO)#4)<0. (2) 


Từ (1), (2) suy ra phương trình 2x” — 10x ~7 = 0 có ít nhất hai nghiệm, một 
nghiệm thuộc khoảng (—I1 ; 0), còn nghiệm kia thuộc khoảng (0 ; 3). 
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se Ví dụ 4 
Chứng minh rằng phương trình sau luôn có nghiệm với mọi giá trị của 
tham số ? : 

q ~m9x`~3x—1=0. 


Giải 


Xét hàm số f() = (1— m2jx` — 3x — 1. 

Vì 0)=—- I<0vàƒf(-l)= m?+ 1 > 0 nên ƒ{—1)ƒ#(0) < 0 với mọi m. (1) 
Mặt khác, ƒ(x) là hàm đa thức, liên tục trên ÏR, nên liên tục trên đoạn 
[-1; 0]. (2) 
Từ (I) và (2) suy ra phương trình ƒx) = 0 có ít nhất một nghiệm trong 


khoảng (—1; 0), nghĩa là phương trình (1 — m)x` - 3x - 1 = 0 luôn có 
nghiệm với mọi ø. 


Nhận xét 


Để chứng minh phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm, chỉ cần tìm được hai 
SỐ 2 và b sao cho : 


fa).£@) < 0 và hàm số ƒf{+) liên tục trên đoạn [ø ; b]. 


Chú ý. Nếu phương trình chứa tham số, thì chọn a và Ð sao cho : 


#{a) và ƒ(b) không còn chứa tham số hay chứa tham số nhưng có dấu không đổi ; 
hoặc ƒ{a).f(b) chứa tham số nhưng tích ƒ{a).ƒ(b) luôn âm. 


C. BÀI TẬP 


(x —1)|x| 


3.1. Cho hàm số f(x) = P 


Vẽ đồ thị của hàm số này. Từ đồ thị dự đoán các khoảng trên đó hàm số 
liên tục và chứng minh dự đoán đó. 


3.2. Cho ví dụ về một hàm số liên tục trên (z ; Ö] và trên ( ; c) nhưng không liên 
tục trên (đ ; c). 
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3.3. Chứng minh rằng nếu một hàm số liên tục trên (2 ; b] và trên [b ; c) thì nó 
liên tục trên (2 ; €). 


3.4. Cho hàm số y = ƒ(z) xác định trên khoảng (2 ; b) chứa điểm xọ. 


Chứng minh rằng nếu lim /Œ) - ƒGạ) 
x->*§ x— *g 


= L thì hàm số ƒ{+) liên tục tại 

điểm *g- 

ƒŒ)- ƒGq) 
*—#*g 

3.5. Xét tính liên tục của các hàm số sau : 


a)ƒz)= dx+5 tạix=4; 


Hướng dẫn : Đặt g(x) = — L và biểu diễn fz) qua ø(). 


x—l ¿ 
————. nếu x< Ì 
b) ø(+) = 442—x -1 tại x = l. 
-2x , nếu x> Ì 


3.6. Xét tính liên tục của các hàm số sau trên tập xác định của chúng : 


2_—_ 1—. 
š ˆ_ nếu x# V2 ——› nếu x # 2 
a) ƒœ) = 4x v2 b) g2) = 4(x— 2) 
262, nếu x=2; 3 , IếuU *= 2. 
| T——*—“, nếu x # 2 
3.7. Tìm giá trị của tham số m để hàm số ƒ(z) = x2 ' HỆU * # 
) , nếu x = 2 
liên tục tại x = 2. 
Mx-~1 
¬ ¿ ¬ -__ | =>: "ếu x # l 
3.8. Tìm giá trị của tham số m để hàm số ƒ(z) = 4 x7 — I 
m° — , nếu x=l 


liên tục trên (0; +œ), 
3.9. Chứng minh rằng phương trình 


a) x"— 3xz— 7 = 0 luôn có nghiệm ; 


@œla 


b).cos2x = 2sinx — 2 có ít nhất hai nghiệm trong khoảng [- 


c) Vx”+6x+1—~2=0 có nghiệm dương. 


164 


Hi 


3.10. Phương trình x'—3x)+1=0 có nghiệm hay không trong khoảng (—1 ; 3) 2 


3.11. Chứng minh các THƯỢNG trình sau luôn có nghiệm với mọi giá trị của 
tham số mm : 


4) (1— m)(Œx+1)°+x=x—3=0; 
b) m(2cosx —A/2 ) = 2sin5x + 1. 


3.12. Chứng minh phương trình 


=1 sa * ` z & “ 
#)+aix” ` + đ¿2xX” “+... + đ„ ¡x + a„ = 0 luôn cố nghiệm với ø là số tự 


nhiên lẻ. 


3.13. Cho hàm số y = ƒ{z) liên tục trên đoạn [ø ; b]. Nếu ƒ(2).) > 0 thì 
phương trình ƒ{z) = 0 có nghiệm hay không trong khoảng (ø ; b) ? Cho ví 
dụ minh hoa. 


3.14. Nếu hàm số y = +) không liên tục trên đoạn [ø ; b] nhưng f2}#ð) < 0, thì 
phương trình ƒ{(z) = 0 có nghiệm hay không trong khoảng (z; Đ)? Hãy giải 
thích câu trả lời bằng minh hoa hình học. 


Bài tập ôn chương IV 


1. Tính các giới hạn sau (w —> +©) : 
n Ă 
a) li _ HuA +2.5 b) HS 
lệ, n+n+] | 


c) Im| ai +2n+l —yn +w=- ) 


2. Tìm giới hạn của dãy số (w„) với 


3. Viết số thập phân vô hạn tuần hoàn 2,131131131... (chu kì 131) dưới dạng 
phân số. 
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4. Cho dãy số („„) xác định bởi 2w +3 
Hạ+] — DR +2 


a) Chứng minh rằng w„ > Ö với mọi ø. 


b) Biết (u„) có giới hạn hữu hạn. Tìm giới hạn đó. 


5. Cho dãy số („„) thoả mãn w„„ < Mí với mọi ø. Chứng minh rằng nếu 


limư„ = a thì a<M. 


6. Từ độ cao 63m của tháp nghiêng PISA ở 
ltalia (H.5) người ta thả một quả bóng cao 
su xuống đất. Giả sử mỗi lần chạm đất quả 
bóng lại nảy lên một độ cao bằng ` độ cao 
mà quả bóng đạt được ngay trước đó. 


Tính độ dài hành trình của quả bóng từ thời 


điểm ban đầu cho đến khi nó nằm yên trên 
mặt đất. Hình 5 


7. Chứng minh rằng hàm số ƒ{x) = c0s~ không có giới hạn khi x —> 0. 


§. Tìm các giới hạn sau : 


3) lim TT tỦ— ; b) lim Vx?+8x+3 ; 


x-2 x? ++xr—3 x3” 
3 
©) lim @xÌ+2xÄjx =1); d lim Ý 34-4 
x—+œ xa (+ ĐỀ 


9. Tìm các giới hạn sau : 


Yx +1-—I1 x—x 


a) lm———— ; b) lim ; 
x>04— A|x” + l6 x>lWx—] 
_— 2x +5x—I — x+\4x?—x+1 
c) lim ——————— : d) lim ———————— ;, 
xo+se | — x? + x' x—œ l-2x 
e) lim [+ ằa]: Ð úm[ TL __1L | 
XO++< x2! x -Ý4  xX— 2 


ló6 


19. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Xác định một hàm số y = ƒ(x) thoả mãn đồng thời các điều kiện sau : 


a) ƒ(x) xác định trên R\ {1}, 


b) lim ƒ(x)=+œ©; lim ƒ{(%)=2 và lim ƒ(+) = 2. 
xi x—+œ x——œ 


x +t5x+4 nếu xz#-—Ì 
Xét tính liên tục của hàm số f(z) = x+1 
1, nếu x=-l 


_ trên tập xác định của nó. 


Xác định một hàm số y = *) thoả mãn đồng thời các điều kiện sau : 

a) ƒ+z) xác định trên R, 

b) y =ƒŒ) liên tục trên (—œ ; 0) và trên [0 ; +œ), nhưng gián đoạn tại x = Ú. 
Chứng minh rằng phương trình : 

a) x — 5x —1 = 0 có ít nhất ba nghiệm ; 


b) mớặ — 1 Ì@Ÿ — 4) + xˆ ~ 3 = 0 luôn có ít nhất hai nghiệm với mọi giá trị 
của tham số 0m; 


c) xỶ — 3x = m có ít nhất hai nghiệm với mọi giá trị của m e (—2 ; 2). 


3 
Cho hàm số #+) = —= 


a) Trong khoảng (1 ; 3) ? 
b) Trong khoảng (—3 ; 1) ? 


= 0. Phương trình f(x) = 0 có nghiệm hay không 


Giả sử hai hàm số y = ƒ(z) và y = ƒ(x + 2) đều liên tục trên đoạn [0 ; l] và 
#0) = #1). Chứng minh rằng phương trình ƒ#z) - f(x +3) = 0 luôn có 


1 
nghiệm trong đoạn [0 ; 21. 
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Bài tập trắc nghiệm 

16. Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau : 
(A) Nếu lim|u„| = +œ, thì lim„„ = + ; 
(B) Nếu lim |z„| = +œ, thì lim, = —œ ; 
(CÔ Nếu limư„ = 0 thì lim|u„| = 0 ; 
(D) Nếu lim, = —z thì lim|w„| = đ. 


" ưì 


17. lim 


bằng 
2"+1 


(A)I; (B) -œ; (0; 


18. lim |Vuể —=n+l1— nÌ bằng 


(D)+œ. 


(Đ)—œ. 


(D) + œ. 


(D) —œ. 


(A)0; — (1; © -5 
19, lim (x- xÌ+ I) bằng 

(A);1 (Bì ; (G0; 
20. lim Ở —} bằng 

x2 *⁄— 

(A)-m; (B) Ề : (Œ@1; (D) +œ. 
21. Cho hàm số ƒ(@6) = TT —T, lị bằ 

. Cho hàm số ƒ(x “3+3x 0,70) ảng 
2 
(A)+œ; Œ) 2; (G1; 
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22 ]m— 9+ 3x bằng 
1 1 
(A) 3) (B) -sœ; (© &) (D) + œ. 
2 
23 lim VY XI pà 
x>—œ x+I 
(A)2; (B) -2; (C) 1; (D) -1. 


24. Cho hàm số ƒ(z) xác định trên đoạn [ø ; b]. 
Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 


(A) Nếu hàm số ƒ{z) liên tục trên đoạn [2 ; b] và ƒ(a)ƒ(b) > 0 thì phương 
trình f{z) = 0 không có nghiệm trong khoảng (2 ; b). 


(B) Nếu ƒ(a) ƒ(b) < 0 thì phương trình +) = 0Ó có ít nhất một nghiệm trong 
khoảng (2 ; ð). 


(C) Nếu phương trình ƒ(x) = 0 có nghiệm trong khoảng (2 ; b), thì hàm số 
ƒ(z) phải liên tục trên khoảng (2 ; Ù). 


(D) Nếu hàm số ƒf(z) liên tục, tăng trên đoạn [2 ; b] và ƒ(2)ƒf(h) > 0 thì 
phương trình ƒ(x) = 0 không thể có nghiệm trong khoảng (ø ; Ð). 


25. Cho phương trình 2x” — 5x +x+1=0. (1) 
Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A) Phương trình (1) không có nghiệm trong khoảng (-—I ; l); 
(B) Phương trình (1) không có nghiệm trong khoảng (—2 ; 0) ; 
(CÔ Phương trình (1) chỉ có một nghiệm trong khoảng (—2 ; l) ; 
(D) Phương trình (1) có ít nhất hai nghiệm trong khoảng (0 ; 2). 
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LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ CHƯƠNG IV 


§1. 

1.1. Vì (u„) có giới hạn là 0 nên |u„| có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể 
từ một số hạng nào đó trở đi. 
Mặt khác, |v„| = ||u„|| = |u„|. Do đó, |v„| cũng có thể nhỏ hơn một số dương 
bé tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. Vậy, (v„) có giới hạn là 0. 
(Chứng minh tương tự, ta có chiều ngược lại cũng đúng). 

1.2. Vì |uz| = |(1)”| = 1, nên |z;| không thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể 


từ một số hạng nào đó trở đi. Chẳng hạn, |z„| không thể nhỏ hơn 0,5 với 
mọi ứø. 


Do đó, dãy số (u„) không thể có giới hạn là 0. 

1.3. Dãy (u„ + v„) không có giới hạn hữu hạn. 
Thật vậy, giả sử ngược lại, (w„ + v„) có giới hạn hữu hạn. 
Khi đó, các dãy số (u„ + v„) và („) cùng có giới hạn hữu hạn, nên hiệu của 
chúng cũng là một dãy có giới hạn hữu hạn, nghĩa là dãy số có số hạng 
tổng quát là „„ + v„ — u„ = v„ có giới hạn hữu hạn. Điều này trái với giả 
thiết (v„) không có giới hạn hữu hạn. 

1.4. a) Vì lim w„ = —œ nên lim(—w y) = +. Do đó, (—u „) có thể lớn hơn một số 
dương lớn tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. () 
Mặt khác, vì v„ < „„ với mọi ứ¡ nên (—v„) > (—u„) VỚI mỌIi ñ. (2) 
Từ (1) và (2) suy ra (—v„) có thể lớn hơn một số dương lớn tuỳ ý, kể từ một 
số hạng nào đó trở đi. Do đó, lim(—v„) = +œ hay lim v„ = —œ. 

b) Xét dãy số (u„„) = —n. 
Ta có —n! < —n hay v„ạ < w„ với mọi n. Mặt khác lim w„ = lim(—n) = — 
Từ kết quả câu a) suy ra limv„ = lim(—n!) = =œ. 
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2 
1.5. a)-3; b) +œ©; c)0; đ 
©) ln|2 +2] = Bm2'(1+ xay |= +2 ; 
Đ0; T2; h) —I 
, 34 2” 
3 
l6. a)+oœ; - b) —œ ; c) +œ ; d) ~5- 


1.7. limv„ = 0— |v„| có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể từ một số hạng 
nào đó trở đi. () 


Vì l„| < v„ Và v„ạ < ln| với mọi z, nên l„;| < l „| VỚI mỌI ứ. (2) 


“Từ (1) và (2) suy ra lu„| cũng có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể từ 


một số hạng nào đó trở đi, nghĩa là limư„ = 0. 


1.8. limw, = 2. 


1.9. a) Vì |—|< 1 với mọi ứ và lim =0 nên lim-L =0. 
n| n " nÌ 
b)0; c)0; d)0; 
e) Ta có ¬....=“ (1) 
Vì =. < — và lim-— = 0 nên lim khảo = =0. 
Do đó, nnị) _ = =1>0, (2) 
Mặt khác, lim5” = +œ. @) 


Từ (1), (2) và (3) suy ra lim(5” — cos 'an) = lim5” [ — 


cos Xn 
= +oœ. 
“ 
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1.10. 1 
Hzy| = "` với nú> 
z 3 5 9 17 
Ta CÓ,MỊ =2, M2= 2, M =7 HẠ= ý Mẹ” Tế: 
nẮÌ 
Dự đoán, ư„ = Á với n e Ñ*. 


Chứng minh dự đoán trên bằng quy nạp (bạn đọc tự chứng minh). 


n1 n-Ì] " 
Từ đó, lim w„ = lim? kề. -am|+|3) |-mls2(3] |e 
2n-l 2 2 


2 
1.11. 3 


1.12. 10. 


n-] 
2 
1.13. „„ = B . 


1.14. Dãy số : sinø, sin2ø, ...„ SIN Ø,.... VỚI Œ# 5 + k, là một cấp số nhân vô 


hạn, công bội g =sin z. 
Vì |sin a| < l với œ# 5 + krz nên [sin" 2) là một cấp số nhân lùi vô hạn. 


- . 2 . 
Hơn nữa, b„ = sin# + sin“ø +... + sin”ø = S„. 


Do đó, lim b„ = sinz + sin ø +... + sin"œ+...= : 
l1 —sina 
" „ „ 1126 
1.15. Giải tương tự Ví dụ 13, ta có ø = 34,121212... = 33 


q) 


1.16. a) Chứng minh bằng quy nạp „ = 


2n+1` 


— Với n = 1, một hình vuông được tạo thành có diện tích là „; = _- 
. 2 
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Vậy (1) đúng. 
.2 2 2 ^ | ^ 
— Giả sử công thức (1) đúng với ø = k (k > L), nghĩa là uy = 5ê" Ta cần 


| 


chứng minh (1) đúng với ø = k+1, tức là chứng minh „„¡ = 22" 


Thật vậy, ở bước thứ È ta có 2'”” hình vuông mới màu xám được tạo thành. 
Ứng với mỗi hình vuông này ta lại tạo được hai hình vuông mới trong bước 
thứ k + 1. 

Tổng diện tích của hai hình vuông mới này trong bước thứ & + 1 bằng nửa 
diện tích của hình vuông tương ứng trong bước thứ . 


Do đó, tổng diện tích tất cả các hình vuông mới có được trong bước thứ & + 1 
I1 1 I 


là Mryyin — 22T = 2x2” Vậy (1) đúng với n=k+ ]. 
— Kết luận : Với mọi n nguyên đương ta luôn có w„ = " : 
muA AI l : : | 
b) Dự đoán : Š„ —> 2 SABC khi ø — +œ, hay lim$,„ = 2" 
. ` | tan. D2 y DU ca 
lưng màn b LNG Si lu àc lò i ii là siêu lang ư 
- l 
đó, limsS„ = 2" 
§2 
2.1. a)—-4 ; b) +o. 
2 ¿ 
* , nếu x>0 
Tố: ƒŒœ) = 
x“—l, nếu x<0. 
a) (H.6) Dự đoán : Hàm số ƒ(zx) không có giới hạn khi x —› 0. 
b) Lấy hai dãy số có số hạng tổng quát là 2„ = - và b„ạ=— : 
Ta có, z„ —> 0 và b„ —> 0 khi m —> +œ, (1) 
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vì L >0 nên ƒ(4,) = =c. 
h " 


Do đó, lim ƒ(z„)= lim —— =0. (2) 
n—»+œ n—»+œ 


| 


l 
—— <0 nê b)=——-]. 
Vì, n <0 nên ƒ(b,) „2 


Do đó, lim ƒ(b„)= lim [z-tJ~-I @) 
n->+œ n—>+©œ \ yị 


Từ (I), (2) và (3) suy ra ƒ(z) không có giới 
hạn khi x —> 0. 


2.3. a) Xét hai dãy số (2„) với a„ = 2mm và (b„) với b„ = 5 + 2mr (n e Ñ*). 


Ta có, lima„ = lim2nmt = +œ ; 


TL 


limb„ = lim Ế + 2m) = mai 5 


+ 2m) = +@œ ; 
lim sina„ = limsin2mr = lim0 = 0 ; 
limsinb„ = limsin lš + 2m) = lim1 = 1. 
Như vậy,a„ —> +œ, b„ => +©, nhưng limsina„, # limsinb,. Do đó, theo 


định nghĩa, hàm số y = sinx không có giới hạn khi x —> +œ. 


2.4. Giả sử (x„) là dãy số bất kì thoả mãn x„ < a và x„ —> —oœ, 


Vì lim ƒ(x) = L nên lim ƒ(+x„) = L. 
xX >—œ ñ+œ 
Vì lim g(x)= M nên lim s(x„) = M. 
x>—œ n—>+œ 
Do đó, lim ƒ(x„).g(x„) = LM. 
nñ->++œ 


Từ định nghĩa suy ra lim ƒ(+).g(x) = LM. 
x->—o 
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2.5.a)0 ; b)T— 
"ã 


Sai kà 
e) lim 44x? -x+1= lim lx na 5 
x—>—œ x 


x~œ 
= lim d l4—~ " +œ, 
Xx—œ b3 x? 


d) lim @+Ì+x?+1)= 
x——œ x—>—œ 


e) — œ Và + œ, 
26.4) lìm — TT 
x>~3x“ + 2x — 3 


= im — *Š = 
— x3 (x_— l(x +3) 4 
(+x) —1 Œ+x=Đ[Œ +” +(++) +1] 
b) lim“ —— = lim 
x> * x0 * 


= l1] ——— 
x—-3X — | 


[a+ x7 ++z)+]| = lim [q+ xŸ + +3)31] =3 


= lim 
x0 * 
1_ 1 
2 
e) lim = lim —*— =0. 
x—o+®© x“ — | xo+tm 1 
x? 


(%x - 45)(vx + J5) 


0) lm JỄ—Ủc = lm ýz- j5 


= lim (vx + v5} = 2/5. 
__ x5 


+œ 


h “Š x 
®) ch == = Hm _ J5 
Xx 


x 


(Vì _Ủ 2 M5 Qvới mọi x > 0). 
dJx x” 
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dx +5 —3 x+5_-9 


f lim ———————= lim 


xa-2 x+2 x*2(y+ 2x +5+ ) 


-Im— Œ=2G+‡2— _ gu x-2 _ 72 


T2 + 2| (sẽ + 5 +3] 202,513 3: 
“jx-1  . (W-1(x+3+)) 
=lim>——————— 


8 HỢP C2 vn. Xiân4 
(wx-1)(Wx+3+2) (dx-1)(ýx+3+2) 
= lim——————————~= lim——————————- 
xi x-] xol (dx-1)(dx +!) 
-limÝ#†312 _2 
xi 'Jx+1 
¬—.-. 
h H | _ - lim x` xi =3 
xo+œ x n9 x+œ 1-2 
x 


2 
)) In S{ - -lÌ lim —. .. = lim 2 : =-Ì, 
x>0 x“ \x“ +] x>0x“ |x“ +1 x>0 x“ +1 


5 

z(, 1 s(1 
¬¬. 
Ð Iöm CC CĐŒC292ˆ_- pm \A x/ (X Z/ 


xo x +x+3 x->~œ x'+x+3 
5 
¡—-CÍ}-2 
x2 J\x 5 
= lim =(-2) = -32 
x—= 1 3 
l+-c+— 
x x 
3 3 
xí —3x EÌj!=š : 1T : là 
2.7.a) 1 = lim —————= lim = lim =]; 
x+o +2 xoa+o X+2 xe+o X+2 x+œ li 
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3 3 
x? —3x lx| = —xall—— —.lI1—= 
m - —— ~= lim —È —*= lim —* = li s*=~L, 


l = = = lim 
xo X+ 2 =__. .x+ xo-o Xx+2 x->— 1 
+ — 
1_ | 
b) lim (x+Xx —*+ 1)= lim ¬= 1— 2] 
x+œ x—>+oo x2 
. 1 1 
= lim {n __ 
x+œ X X 
lim [x2 ~x+1]= lim x -& _x1D_ lim x_I 
xo SA j XO®yS-Njx =x+| X3 9y-Vjy?T—x+] 
= lim x1 = im ——*=1L—_— 
x—œ 1 1 x——œ 1 lÌ 
x~ || I-—+— x+xl=—+= 
* * 
= lim * =— 
x->xœ ]- 2 
l+,I-—+— 
xX_ x2 


, : › 
c) lim Â -x—z? tiÌ= lim Œ=3-=0_1+9 
x->+œ x—>+œ | y2 —x+ | v2 +1 


_Ị = 
= lim ———————— x1 lim ———_—_——nNỪ_—_— -¡i 


x+œ l x->+o 
=..n ~=+ — 


lx?—x- _ (x”—x)—(Œ2+U 
Jm : r2+1]+ ,ìm ——— TT | x2 —x+Ax? +1 


| 
NINE —— , 


= lim ——==————==== 
"mm hộ 


= lm 


x>—œ 
]— 
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2.8. a) Dự đoán : lim ƒ(x) = +eo ; 
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xl] 


lim ƒ(x) = -œ ; lim ƒ(x) = —® ; 
x©l x4” 


lim ƒ(z) = +œ© ; lim ƒ(x)=2 ; lim ƒ(+) = 2. 


` 


x¬Á_" 
b) ® Ta có, 
lim (2xŸ — 15x + 12] = ~1 < 0, lim [x? — 5x + 4] =0 
xl xo! 
và x2 —5x +4 <0 với mọi x e (1 ; 4) nên 
_ 2x -l5x+12 
lim ————————— =+®œ 
x¬1 xớ—5x+4 
e Vì lim (2x ~ 15x +12) = 1 <0, lim (x? — 5x + 4) =0 
x¬lL" xo] 
và x—5x+4 >0 với mọi x< l nên 
2 
im “ 15x +12. 
x>l x 7 5x+4 
« Vì lim (2x” - 15x +12) = ~16 <0, lim (x” — 5x + 4) =0 
x4" x4 
_ và x” —5x+ 4 >0 với mọi x > 4 nên 
2 
im -l5x+l2 _ — - 
xo4t x? =5y+4 
« Vì lim (2xˆ - 15x +12} = ~16 < 0, lim (x” - 5x +4] =0 
x4. x4" 
và :x”—5x+ 4 <0 với mọi x e (1; 4) nên 
.__ 2x? -l5x+12 
lim ——————— = +œ 
x4 xế - 5x+4 
2_- l5. 12 
._ 2x? -l5x+12 x x2 
e lim —2——— l =2; 
x>+©+ xÝ —5x+4 xa 3, 4 
x_ x2 
2-12, 12 
.__ 2x? —l5x+12 X va 
lim “—————= lim ———*X—=2. 
xo-% xÝỞ —-=5x+4 =... 
< 
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“ˆ+x-=2 
2.9. lim ƒ(x) = lim l—- s ) lim ——————— 
xol" xòÂ\#—l xi ~1 x>l"(x— l(x“ˆ +x+]) 
_ 2 
= lim —Œ— +2 — - lim -X*^— =Ị, 
x>l(x-l(@“+x+l) xolỨx +x+] 


lim ƒ(+) = lim (mx + 2) = m + 2. 
xol” xl 


ƒz) có giới hạn khi x —> 1 © mm + 2= l ©m = -—I1. Khi đó lim ƒ(+) = l1. 
xl 
2.10. Vì lim ƒ(zx) = +œ© nên với dãy số (x„) bất kì, x„  K\ {xo} và x„ —> xọ ta ˆ 
x1g 
luôn có lim ƒ(x„) = +©. 
r+œ 
Từ định nghĩa suy ra ƒ(x„) có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một số 
hạng nào đó trở đi. 
Nếu số dương này là I thì fx„) > 1 kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
Nói cách khác, luôn tồn tại ít nhất một số x„ e K\ {xạ} sao cho ƒfŒy) > 1. 


Đặt c = x¿, ta có ƒ(c) > 0. 


2.11.Vì lim ƒ(x) = —=o nên với dãy số (x„) bất kì, x„ > ø và x„ —> +œ ta luôn 
x—>+œ 


có lim ƒ(x„) = —œ. 
"+œ 
Dođó lim [—ƒŒ„)]| = +. 
”+œ 

Theo định nghĩa suy ra —ƒ(x„) có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một 
_ số hạng nào đó trở đi. 

Nếu số dương này là 2 thì -ƒf{x„) > 2 kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

Nói cách khác, luôn tồn tại ít nhất một số Xự,.€ (4 ; +©) sao cho -ƒ(%y) > 2 

hay ƒf@œ¿) <- 2 <0. 


Đặt c = x¿, ta có ƒ(c) < 0. 
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§3 


3.1. a) ƒ(x) = 


(x— 1)|x| _ Jx-l nếu x>0 
—c—“ 


[— x, nếu x<0. 


Hàm số này có tập xác định là IR\ {0}. 


b) Từ đồ thị (H.7) dự đoán ƒ(@) liên tục 
trên các khoảng (—œ ; 0), (0 ; +œ), nhưng 
không liên tục trên R. Thật vậy, 


— Với x >0, z) = x — I là hàm đa thức nên 
liên tục trên IR, do đó liên tục trên (0 ; +). 


_— Với x< 0, y) = l - x cũng là hàm đa 
thức nên liên tục trên IR, do đó liên tục trên 


(—œ; 0). Hình 7 
Dễ thấy hàm Số gián đoạn tại x=0,vì lim ƒ(x)=-1, lim ƒ(+) = l. 
x¬07 


x0" 


x+2, nếu x<0 


3.2. Xét hàm số f(x*) = {4 I 


_ nếu x>0. 
X 


e Trường hợp x <0. 
ƒ)=x+2là hàm đa thức, liên tục trên R, nên nó liên tục trên (—2 ; 0]. 


° “ hợp x>0. 


ƒ(x) = —~ là hàm số phân thức hữu tỉ nên liên tục trên (0 ; 2) thuộc tập 
- xác " của nó. 
Như vậy ƒ{z) liên tục trên (—2 ; 0] và trên (0 ; 2). 


Tuy nhiên, vì lim ƒ(x) = lim ¬ = +œ nên hàm số ƒ{x) không có giới 
x0 x0” 


hạn hữu hạn tại x = 0. Do đó, nó không liên tục tại x = 0. Nghĩa là không 
liên tục trên (—2 ; 2). 


L80 


3.3. Vì hàm số liên tục trên (2 ; b] nên liên tục trên (2; ð)và lim ƒ(xz) = ƒŒ). (1) 
. x¬b_“ 
Vì hàm số liên tục trên [ ; c) nên liên tục trên (b; c)và lim ƒ(x)= ƒ@). (2) 
: xb* 


Từ (1) và (2) suy ra f+) liên tục trên các khoảng (2 ; b), (b ; c) và liên tục 
tại x = b (vì lim ƒ(+) = /(b)). Nghĩa là nó liên tục trên (2 ; c). 
xb 


ƒŒ)- ƒŒạ) _ 


. L. 
X—*g 


3.4. Đặt s(x) = 
Suy ra ø(z) xác định trên (a ;Ð)\N {xo} và lim g(+) = 0. 
xo 


Mặt khác, ƒ(+) = ƒ(xạ) + Lí - xạ) + (x— xạ) ø() nên 


lim ƒ() = lim [ƒGạ)+LŒ — xạ)+Œ ~ xạ) g@)]| 

x—+*ọ X->*ọ 

= lim ƒŒạ) + lim Lí - xạ) + lim (x - xạ). lim ø(+) = ƒGạ). 
x>%ọ Xx>xọ x>*%ọ Xx>xXọ 


Vậy hàm số y = ƒ(z) liên tục tại xạ. 


3.5. a) Hàm số ƒ+) = vx + 5 có tập xác định là [~5 ; +œ). Do đó, nó xác định 
trên khoảng (—5 ; +œ) chứa x = 4. 


Vì lim ƒ(z+) = lim 4x + 5 = 3 = ƒ(4) nên f+) liên tục tại x = 4. 
x4 x4 : 


x-] 
——=———, lIiếu x< | 
b) Hàm số £(+) = 4 4/2 — x — l có tập xác định là R. 
—2x , nếu x> Ï 
Ta có, g(1) = -2. Œ) 
lim gx)= im —E—— - im Œ=U62-x+Ð 
xol_” xol 2 —=*x —Ì xl : l-x 
= limn(-V2 - x —l) = -2. (2) 
` xò[” 
lim g(x) = lim (-2x) = -2. @) 
xol xl" 


Từ (1), (2) và (3) suy ra lim ø(z) = —-2 = ø(l). Vậy g(+) liên tục tại x = 1. 
x> 
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x?-2 „ 
36.3)/0)= |„- V2” nến xe v2 


242 , HIẾU x=42. 


Tập xác định của hàm số là D = IR. 


—2 
x— cv 
Đây là hàm phân thức hữu tỉ nên liên tục trên các khoảng (—œ ; 42) và 
(V2 ; +). | 


e Tại x= 42 : 


e Nếu xz v2 2 thìƒ@) = 


x-2_ ... œøx-2Xx+2) 
| lim -——“^———“-ˆ 
dâm, /0) = lm C— E= Hm ST 
= lim (x + v2) = 2/2 = ƒ(V2). Vậy hàm số liên tục tại x =2. 
xV2 


Kết luận : y = ƒ(z) liên tục trên R. 


1-1 nếu x # 2 
b) @@) = 1(+x—2)ˆ - có tập xác định là D = IR. 


3 , nếu x=2 
e Nếu x # 2 thì ø() = =. là hàm phân thức hữu tỉ, nên nó liên tục 
x— 
trên các khoảng (—œ ; 2) và (2 ; +o). 


® Tại x= 2 : lim 1 8x) = = lim 
x—>2 (x— 2)? 


= —œ. Vậy hàm số y = ø(x) không 


liên tục tại x = 2. 


Kết luận : y = g(+) liên tục trên các khoảng. (œ ; 2) và (2 ; +œ), nhưng 
gián đoạn tại x = 2. 


3.7.m = 3. 


3.9. a) Xét (+) = x — 3x — 7 và hai số 0 ; 2. 


b) Xét (+) = cos2x — 2sinx + 2 trên các khoảng [- c 3) l5 0) 


c) Ta có, VxÌ +6x+1—2=0<œ xÌ+6x+l=4@ xÌ+6x-3= 0, 


Hàm số fz) = x + 6x -3 liên tục trên IR nên liên tục trên đoạn [0; Il]. (1) 


Ta có ƒ0)&1) = -3.4 < 0. (2) 
Từ (1) và (2) suy ra phương trình x*+6x—3=0 có ít nhất một nghiệm 
thuộc (0; 1). 

Do đó, phương trình 4x” + 6x + 1 — 2 = 0 có ít nhất một nghiệm dương. 


3.10. Hướng dẫn : Xét f@) = x` — 3x` + 1 =0 trên đoạn [—l ; 1]. Trả lời : Có. 


3.11. a) (1— m29(x+ DÌ+xÖ—x—3=0. 


f@) = (L~ m2 + 1Ÿ + xŸ — x — 3 là hàm đa thức nên liên tục trên R. Do 


đó nó liên tục trên [—2 ; —]]. 
Ta có —l) = —1 <0 vàƒ(-2) = m+2>0 nên ƒ(—1)#—2) < 0 với mọi mm. 


Do đó, phương trình +z) = 0 luôn có ít nhất một bong trong khoảng (~2 ; —l) 
với mọi zn. Nghĩa là, phương trình q =PmMWx +. 1lý Sự « 


nghiệm VỚI mỌI 7. 
b) m(2cosx —A/2 ) = 2sin5x + 1. 


HD : Xét hàm số x) = m(2cosx —x2 ) — 2sin5x — 1 trên đoạn l~ã Í 


x—3 =0 luôn có 


4`4 
3.12. Hàm số ƒ(x) = x” + a””} + 3” ”” +... +đ„_¡x + đ„ xác định trên ïR. 


eTacó lim ƒ(x)= lim @*“ + dt) + " lần +...+4„_IX + á,) 


x+œ x+œ 
a 
= lim x(1+  L+ '2 +, + mL + 1) = +oo 
x+œ x x x1 Tn 


Vì lim ƒ(x) = + nên với dãy số (x„) bất kì mồ X„ —> +, ta luôn có 
x+œ 


lim ƒ(4„) = +œ 
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Do đó, ƒ(x„) có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó 
trở đi. 

Nếu số dương này là 1 thì ƒ{x„) > I kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
Nói cách khác, luôn tồn tại số ø sao cho 2) > I: (1) 


e lim ƒ(x)= lim (+ *+aix"+asx”"”” +... + 4, ¡x+4z) 
x¬>—o x— 


: a đ„_ a 2 
= lim x1+ 2L+ 22+ ...+ “Ly Ếm) = —œ (do n lẻ). 
_x—m x x? - n-Ì x” 


Vì lim ƒ(x)=-œ nên với dãy số (x„) bất kì mà x„ —> —œ, ta luôn có 
x->—œ 


lim ƒ(x„) = —œ, hay lim[—ƒ(x„)| = +. 

Do đó, —ƒf{x„) có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó 
trở đi. 

Nếu số dương này là 1 thì -ƒ@x„) > 1 kể từ số hạng nào đó trở đi. Nói cách 
khác, luôn tồn tại ð sao cho —f(ð) > 1 hay 0) < -I1. (2) 
e Từ (1) và (2) suy ra 2a) ƒb) < 0. 

Mặt khác, hàm đa thức ƒ(x) liên tục trên RR, nên liên tục trên [2 ; P]. 


Do đó, phương trình #x) = 0 luôn có nghiệm. 


3.13. Nếu hàm số y = +) liên tục trên đoạn [z ; b] và ƒ(2)ƒ(b) > 0 thì phương trình 
#+z) =0 có thể có nghiệm hoặc vô nghiệm trong khoảng (ø ; ð). 
Ví dụ mình hoa : 
® fx) = x” — 1 liên tục trên đoạn [~2 ; 2], 4—2)ƒ(2) = 9 > 0. Phương trình 
x—1=0có nghiệm x = #‡ l trong khoảng (—2 ; 2). 
® +) = x?+ 1 liên tục trên đoạn [—l ; I] và -1I}) = 4 > 0. Còn phương trình 
x+l= 0 lại vô nghiệm trong khoảng (-1; l). 

3.14. Nếu hàm số v = ƒ(x) không liên tục trên đoạn [ø ; b] nhưng ƒ2)ƒ(0) < 0 thì 
phương trình #zx) = 0 có thể có nghiệm hoặc vô nghiệm trong khoảng (2 ; b). 
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Minh hoạ hình học (H.$) : 


Hình 8 


a) ƒ(z) = 0 vô nghiệm trong (2; b); - b) ƒ(z) = 0 có nghiệm trong (2 ; Ù). 


Bài tập ôn chương IV 


| . | 
1. a)~2; b)2; c)2- 
2. a) Ta có „| = CỦ -—] “Đặt y = Ị : () 
_< nh+1 nn+T x nh+1 
| 
„2 2 2 
Ta có limv„ = lim———— = lim—“—— =0. Do đó, v„|có thể nhỏ hơn một 
, m+]1 1+-L 
2 
" 


số dương bé tuỳ ý, kể từ một số hạng -nào đó trở đi. 
Từ (1) suy ra, |w„| = v„ = |Y|. 


Vậy, |u„|cũng có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể từ một số hạng 
nào đó trở đi, nghĩa là limz„ = 0. 
H — H 
b) Hướng dẫn : l„| Tớ, ? : 
3 '+1| 3 '+1 
3..2/131131131...=2+- + +. +, 
| 1000 1000 1000" 
131 
131 2129 
-2,_ 1000 _„„ li _ 2129 
 j..1 9798 
1000 
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131 121 131 


(Vì ——.——...., ,.. là một cấp số nhân lùi vô hạn với công bội 
1000 `1000` 1000" , | 
| 
4 T000)" 
a) Chứng minh bằng quy nạp : „ > Ö với mọi ø. () 


— Với nø = ], ta có „„ = I >0. 


— Giả sử (1) đúng với ø = k3 1, nghĩa là „„ > 0O, ta cần chứng minh (1) 
đúng với ứ = k + 1. 


: 2w, + 3 20, +3 
Tac6 LN, “Ty +2 VÌ sự > Ô nên My ¿1 = „+2 >0. 
— Kết luận : u„ > Ö với mỌi ñn. 
b) Đặt limu, = 2. 
| 2m„ + 3 : 2m„ + 3 2a+3 
= = = =+d . 
LÊ, D2 7 HH, +¡ = lim PP vườnG ..a +3 


n Mạ 
Vì u„ > 0 với mọi ø, nên lim,„`= a 3 0. Từ đó suy ra limu„ = 3. 

Xét dấy số (v„) với v„ = M — nạ. x | 

u„ < M với mọi ñ — v„ > Ö với mọi ñ. (@) 
Mặt khác, limv„ = lim(M - u„) =M-a. _@ 
Từ (1) và (2) suy ra M ~ a >0 hay a<M. 

Mỗi khi chạm đất quả bóng lại nảy lên một độ cao bằng _ độ cao của lần 


rơi ngay trước đó và sau đó lại rơi xuống từ độ cáo thứ hai này. Do đó, độ 
dài hành trình của quả bóng kể từ thời điểm rơi ban đầu đến. 


- thời điểm chạm đất lần thứ nhất là đ¡ = 63 ; 


— thời điểm chạm đất lần thứ hai là đ; = 63 + 2.1 : 
- thời điểm chạm đất lần thứ ba là đ¿ = 63 + 2. tạ: 2. ¬ h 
10 


; ` ` 63 
- thời điểm chạm đất lần thứ tư là đ„ =63 + 2.—— + 2.62 + 6 ; 
10- 102 lơ 


- thời điểm chạm đất lần thứ ø (% > 1) là 
d„ = 63+ 2S„ 252 „ .. + _— 5, 
10 102 10"! 
(Có thể chứng minh khẳng định này bằng quy nạp). 
Do đó, độ dài hành trình của quả bóng kể từ thời điểm rơi ban đầu đến khi 
nằm yên trên mặt đất là : 


dđ= 63+2.0 +25 +. +2, 63 +... (mét), 
10 102 101 
63 „ 63 63 l 
Vì 2.—,2.—>....2.———:... là nhân lùi vô hạn, l—=—=, 
12 10'”1q? X= là một cấp số nhân lùi vô hạn công bội đ 10 
—.63 
nên ta có 2.22 +2.-22+..+2.—9—+„.=— 10-14, 
10 
Vậy, d= 63+ 2.02 +2.-65 +..+2.-52— +..= 63 + 14 = 77 (mép), 
10 102 101 _ 
1. Hướng dân : Chọn hai dãy số có số hạng tổng quát là 4„ =m= và 


] RE SA ¬. H mm ¬- 
b„ = Øn+m Tính và so sánh lim ƒ(2„) và lim ƒ(b„) để kết luận về giới 


hạn của +) khi x — 0. 


§. a)—3; b)6;. €) +œ@ ; đ) —œ. 
9, a4; bi; c)2 ; đ) 2 
5 | xÍzx?®+1—+z?] x 
e) lim x|w tiz]= lim ——~———— = lim ——————— 
x¬>+© x-.x+o- x+l+x x->+© 1+-L + 
. 2 
x 
= lim : =_. 
x->+œ 1 2 
+ +] 
* 
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10. 


11. 


12. 


D 1m | Ị Ị )= im 1E - lạ SE —E = se 


x2! xì T4 x~2 xo2' x°-4 x»2t x2 SA 
FẠ 2x? + 1 Ấ ` . * 2 ~ z 
Chẳng hạn ƒ(z) = œ— ĐỀ . Dễ dàng kiểm tra được rằng ƒ{z) thoả mãn các 
x — 


điều kiện đã nêu. 
Hàm số liên tục trên ïR. 
2 


Hướng dẫn : Chẳng hạn xét ƒ() =4” " 
"¬ x—-[l nếu x<0. ' 


nếu x>0 


13. Hướng dẫn - 


14. 


15. 
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a) Xét hàm số x) =+z` — 5x —1 trên các đoạn [—2 ; —1], [—1 ; 0] và [0; 3]. 
b) Xét hàm số ƒ#) = m(x — 1)*@Ÿ— 4) + xˆ — 3 trên các đoạn [~2 ; 1], [1; 2]. 
c) Xét hàm số ƒ{z) = xì-3x =m trên các đoạn [—l ; 1], [1 ; 2]. 


x+8x+l 

x—2 
Vì xÌ+8x+l1 >0 với mọi x e (1 ; 3) nên phương trình x'+8§x+1=0 
không có nghiệm trong khoảng (1 ; 3). Do đó, phương trình ƒ(z) = 0 không 
có nghiệm trong khoảng này. 


a) Với x # 2 ta có =0€©Ằzx”+8x+1=0. 


b) +) là hàm phân thức hữu tỉ, nên liên tục trên (—œ ; 2). Do đó, nó liên 
tục trên [—3 ; 1]. 


Mặt khác, ƒ—3)ƒ(1) = —100 < 0. | 
Do đó, phương trình ƒ(x) = 0 có nghiệm trong khoảng (—3 ; 1). 


Xét hàm số ø(z) = ƒ(z) - ƒ(œx t2 ỳ. 
Tacó  g0)=0)~f0+3)=#0) —/(7),. 


IV „Í 1 I1. l _ 1 — 
4(2)=#2)—s†35)=#z)-ƒ#4) =f(3) #@) 
(vì theo giả thiết f0) = ƒ(1)). 


Do đó, g(0) #(2.) = [80) =2 )] 2 )~Ñ0)] =— LÑ0) =2 )Ÿ <0. 

- Nếu z(0) 42) =0 thì x= 0 hay x= 5 là nghiệm của phương trình ø(z) = 0. 

—Nếu #(0) #(2.) < 0, | —() 

Vì y = ƒz) và y Sỉ +2) đều liên tục trên đoạn [0O ; 1], nên hàm si = ø(#) 
cũng liên tục trên [O ; 1] và do đó nó liên tục trên L : 3| (2) 


Từ (1) và (2) suy ra phương trình ø(z) = 0 có ít nhất một nghiệm trong 
khoảng (0 ; 3). 


Kết luận - Phương trình gœ) = 0 hay ##) - ƒ#& +3) = 0 luôn có nghiệm 


trong đoạn [Ô ; g1 


Đáp án Bài tập trắc nghiệm 


16. (C). 17. (B). 18. (C). 19. (D). 20. (A). 


21. (D). 22. (B). 23. (). 24. (D). 25. (D). 
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hương V. ĐẠO HÀM 


§1. Định nghĩa vỏ ý nghĩa của đạo hàm 


A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


1. Định nghĩa 


Cho hàm số y = ƒffz) xác định trên khoảng (2 ; ), xạ € (2; Ö), xạ + Ax e (4; b). 
Nếu tồn tại, giới hạn (hữu hạn): 


.._. ƒ#(Xg + Ax)— ƒ(*ạ) 
Ax0 Ax 


được gọi là đạo hàm của ƒ(+) tại xọ, kí hiệu là ƒ'(xạ) hay y+q) 


/Œq + Ax)— ƒŒạ) _ lim ƒ() - ƒŒạ) 
Ax x¬*%ạ X—*g 


ƒŒạ)= lim 
Ax0 


2. Quy tắc tính đạo hàm bằng định nghĩa 


Bước 1 : Với Ax là số gia của đối số tại xọ, tính 
Ay = fŒọ + Ax) — fGg) ; 


, „ Ay 
Bước 2 : Lập tỉ số = ; 
ớc ập tỉ số T— : 
Bước 3 :Tính lìm ^Ỳ, 
Ax0 


> Chú ý : Trong định nghĩa và quy tắc trên đây, thay xọ bởi x ta sẽ có định nghĩa và 
quy tắc tính đạo hàm của hàm số y = +) tại điểm x e (4 ; b). 
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3. Quan hệ giữa tính liên tục và sự có đạo hàm 


#2) có đạo hàm ——> ƒ{+) liên tục 
tại xọ <=Z“ tại Xọ 


4. Ý nghĩa hình học của đạo hàm 


Nếu tồn tại, ƒ(xạ) là hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = ƒ(+) tại 
Mẹ Œạ ; xo). Khi đó phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại Mẹ là 


y0 = ƒŒq) (x - xạ). 


5. Ý nghĩa vật lí của đạo hàm 


v() = s'() là vận tốc tức thời của chuyển động s = s() tại thời điểm t. 


B. VÍ DỤ 


Bằng định nghĩa, hãy tính đạo hàm của hàm số y = 2x — l tại xạ = 5. 


Giải 
Tập xác định của hàm số đã cho là D =b |x> ‡Ƒ 


e Với Ax là số gia của đối số tại xạ = 5 sao cho 5 + Ax e D, thì - 


= A2(ð + Ax) —1 - V10 —1. 


e Ta có 
_ Ay- +2~- v9 LỆ 
Ax 
e Khi đó 
y(Œ)= lim ẨŸ = lìm c512E-3\6228+3 


NO AK Ô A0 Ax(9 + 2Ax + 3) 


9+2Ax-9 : 2 | 
lim = lm —-———————=~ 


_~ Ax(/9 + 2Ax + 3) Ax+3) Axo0 j9+2Ax+3 3 
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e Ví dụ 2 
Cho hàm số 


xh+x 


y=——_. (Ø) 


a) Hãy tính (bằng định nghĩa) đạo hàm của hàm số đã cho tại x = 1. 


b) Viết phương trình tiếp tuyến của (9) tại điểm A(I ; ~2). 


Giải . 


a) Với Azx là số gia của đối số tại x = Ì, ta có 
_(+Ar)“+(I+Ax) l+i] 


Ay=———————-—— 
¬ 1+Ax-2 1=2 
1+ 2Ax + Ax” +1+ Ax 
=——————n+nD 
Ax—] 
_ 2+3Ax+ Ax”?+2Ax—2 _ 5Ax+ Ax” 
5 Ax—l — Ar-] Ì 
Ay _ 5+ Ar „ 
Ax Ar-l` 
. _ Ay ._Ỏ 35 +Áy 
lim —— = lim =-5. 
Av-20 ÂX Ars0Ax—] 
Vậy y()=-5. 


b) Phương trình tiếp tuyến của (9) tại A(1 ; —2) là 
y+2=-5(x- ]) 


hay y=—5x+3. 


e Ví dụ 3 


` —Đ, nếu x> 
Chứng minh rằng hàm 6h ⁄, nếu x>0 


(x+ U, nếu x < 0Ô 


không có đạo hàm tại x = 0, nhưng liên tục tại đó. 
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Giải 
a) Ta có #0) = 1. 


Trước hết, ta tính giới hạn bên phải của tỈ SỐ =“¬. £@) . Ta có 
ƒœ)- ƒ() _ œ- ĐÝ -1 
x0 * 
x°—2x 
ˆ x 
=x_- 2 (với x#z0), 
do đó 
m ƒŒ) =/) _ Tm (y — 2) — 
n x—>0† 
Sau đó ta tính giới hạn bên trái : 
— 2 — 
m @=/ƒ( _ ụ + D-1 
n x— x0” * 
= lin(x+2)=2 
x0" 


Œœ)- /() 
x0 
khi x —> 0. Điều đó chứng tỏ hàm số y = ƒ#tz) không có đạo hàm tại 

x=0. 


Vì giới hạn hai bên khác nhau nên không tồn tại giới hạn của tỉ số 


b)Vì lim ƒŒ@&)= lim (x- ˆ = 
x0? x—›0 
lim ƒ(Œœ)= lim (x + DŸ =1 
>0" x¬0_ 


và ƒ) = 1 nên hàm số (+) liên tục tại x = 0. 


e Ví dụ 4 


so ninh cằng hàm cế cosx, nếu x >0 
Chứng minh rằng hàm số y = ø(*) = ' 
—sin x, nếu x<0 


không có đạo hàm tại x = 0. 
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Giải 
Vì lim g(x) = lim cosx = ], 
x0” x0" 


lim g(x) = lim (—sinx) = 0, 
x0" x0“ 


ø(0) = cos0 = l 
nên hàm số y = g(z) gián đoạn tại x = 0. 


Do đó hàm số này không có đạo hàm tại điểm x = 0. 


C. BÀI TẬP 
1.1. Sử dụng định nghĩa, hãy tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
Aa)y=3x-_— 5; b)y=x7—9; 
c)y=4x— x”; đ)y=v3x+l ; 
1 
e©) y= v.2” 


1.2. Cho ƒ(z) = 3x” — 4x +9. Tính ƒ(1). 


1.3. Cho ƒ(x) = sin2x. Tính HÌ 


1.4. Cho #z) = ŸÍx - I. Tính ƒ'(0), #0. 


1.5. Cho @Xx) = =: Chứng minh rằng Ø(~2) = Ø(2). 


1.6. Chứng minh rằng hàm số y = Ìx - I| không có đạo hàm tại x = 1, nhưng 
liên tục tại điểm đó. 
1.7. Chứng minh rằng hàm số 
1, nếu x >0 
y=sIgnx = + 0, nếu x=0 
¬1, nếu x <0 


không có đạo hàm tại x = 0. 
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1.8. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị của các hàm số 


2 
a) y= Š_ † 4“ † Ỗ trị điểm có hoành độ x = 0; 
x+2 
b)y=x`—3x2+2 tại điểm (—l ; —2) ; 


©) y= 2x + I, biết hệ số góc của tiếp tuyến là Ÿ 


§2. Các quy tắc tính đạo hàm 


A. KIẾN THỨC CÂN NHỚ 


1. Công thức 


(c)' =0 (c = const) ; 
(x}= nx” } (ơoeN ,xeR); 
(Jx)'= “= (œx>0). 


2. Phép toán 
(U+V-W)=U+V-W?; 
(UV} = UV + UV'; 


(kU} = kƯ (k = const) ; 
1 'Ự — Ũ 
B -UV=W (uQụ, 
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B. VÍ DỤ 


Tìm đạo hàm của hàm số 


y= (4z ~ 2x” — 5x) (x2 — 7x). 


Giải 
Áp dụng các công thức và phép toán đạo hàm ta được : 
y' =(4x) = 2x” — 5x)! (xŸ — 7x) + (4x = 2x? — 5x) @Ÿ — 7x)! 
= (12x? - 4x — 5) @xŸ ~ 7x) + (4x) — 2x” — 5x) (2x — 7) 
= 12#Ê — 84x) — 4x” + 28x — 5x” + 35x + 8x — 28x) — 4x” + 14x” — 10x” + 35x 
= 20x' — 120x” + 27x? + 70x. 


e Ví dụ 2- 
Tìm đạo hàm của hàm số 


Giải 


= -2 + )& — )) + l§ + AT 
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Giải 
Áp dụng quy tắc tính đạo hàm của một thương, ta được 
y= (x?+2x+3)'(x) =2) Cx? +2x+3)@œ) - 2)' 


Gœ-2# 
_ (2x+2)(xÌ—2)~(—x? +2x + 3).3xˆ 
Gœ~2# 
_ -2x?+2x)+4x—~4— (3x! +ố6x”+ 9x2) 
œ3 - 2Ÿ 
4 3 2 
,„_ xX =4x -9x +4x-4 
Vậy _Ắ_Ắằ_. ..._" 
(x =2) 
e.Ví dụ 4 


Tìm đạo hàm của hàm số 


y=(x—-2)xŸ +1. 


Giải 
. _ , _ 2 
y=Œ&-~2)x? +1 +ú-2|Ír? + | = jv2+ị T26 + 
2Njx? +1 
Suy ra y=x2+1+2=2 - 2x —2x +1 


x?+1 x?+1 


C. BÀI TẬP 


Tìm đạo hàm của các hàm số sau (2.1 — 2.11) : 


2.1. 


2.2. 


2.3. 


2.4. 


x 
TH n Ta“... 
y=~9x” +0,2x” ~ 0,14x + 5. 
-2_4., 5 _ 6 
Ty . 7xẤ: 
y= -6(x +. 
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2.5. y=(9— 2x) (2x) — 9x” + 1), 


2x_-3 
2.6. y= —. 
6. y x+4 
5—3x_—x? 
2.7. =————. 
3 x—2 


28. y=@2+1)@ 2+1) @`+ U. 


2.9. y= lx — 2Ì. 


4 
2.10. y= l4 ++ 3] (z, b, c là các hằng số). 
x 


2.11.y= \x)— 2x2 +1. 
2.12. Rút gọn 
#@)= x-l "" 2 mm x-2 —2 =m—] 
2(Jx +1) Nư+ TT ——... Tan 
và tìm ƒ'z). 
2.13. Cho ƒ#@ø) =+x ` + xÌ — 2x — 3. Chứng minh rằng 
#@) +ƒC1) = -4ƒØ0). 
2.14. Cho ƒ(x) = 2x +x— 42, øŒ) = 3x°+x+ A2. 
Giải bất phương trình ƒ (+) > ø Œ). 
2.15. Cho ƒ(x) = 2x -x? +43, ø(x) = x +ấ —_— 43. 
Giải bất phương trình ƒ(x) > ø Œ). 


x? x 
2.16. Cho ƒ(x) = ^ ø(z) = —-— =: Giải bất phương trình ƒf(z) < £(2z). 


2.17. Tính ƒ'(—1), biết rằng fG) = + + + 
*x X 
L1 2 
2.18. Tính øœQ), biết rằng ø(x) = x1 ——+x.. 
X 
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.2.19. Tính (0), biết rằng h(x) = 


4-x? 
2.20. Tính ø(2), biết rằng ø(+) = Ý— 2Š =3), 
X 


2.21. Chứng minh rằng nếu S(r) là diện tích hình tròn bán kính z thì S'z) là chu vi 
đường tròn đó. 


2.22. Chứng minh rằng nếu V() là thể tích hình cầu bán kính # thì V'() là điện 
tích mặt cầu đó. 

2.23. Giả sử V là thể tích hình trụ tròn xoay với chiều cao Jh và bán kính đáy r. 
Chứng minh rằng với r là hằng số thì đạo hàm V'{z) bằng diện tích đáy 
hình trụ và với ¡ là hằng số thì đạo hàm V'() bằng diện tích xung quanh 
của hình trụ. 


§3. Đạo hằm của cóc hằm số lượng giúc 


A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


,_ SINX 

lim ——— = ]. 

x¬0 X 
(sinx) = coSX ; (cosx)' = —sInx. 

1 ` + | 
(tanx} = NE (cotx) = —— >—: 

COS“ x : Sin“ x 
B. VÍ DỤ 


Tìm đạo hàm của các hàm số 


. Xx 
a)y= sin3x + COS + tan xÍx h 


b)y= sin@F —5x+l)+ tan. 
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Giải 


l., x | 
a) Ta có y = 3cos3x — —sIn— + —————=. 
53 5) 2VxcosAvx 


b) Ta có y'= @Ÿ~ 5x + 1)' cos @Ÿ— 5x + 1) + 


= 2x 5) cosQx”~ 5x # 1) ~————— 


e Ví dụ 2 
Tìm đạo hàm của các hàm số 


a)y= sin-— ; 
x? 


b) y= Vxcot2x ; 


- 
€) y= 3sIn“x cosx + coS”x. 


Giải 
a) = [án] = 5] cos- = —-2 cos-L 
x? x2) x * x 
b)  y= (Ýx)'cot2x + Xx(cot2x)' = Ị cot 2x __A, 
2Nx sin“ 2x 


c) y= 3(sinˆx)'cosx + 3sinˆx (cosx)' + (cos2x)' 
, 2 . 3 . 
= 6sinxcos“x — 3sin x — 2cosxsinx 


= Sinx (6cosˆx — 3sin^x - 2cosx). 


C. BÀI TẬP 


Tìm đạo hàm của các hàm số sau (3.1 —- 3.15) : 


3.1. y=Vtan x. 32. y=————. 
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3.3. y= XÃ 3.4. y=C0S—T 
— tanˆxy - 2 — COSÍ tực 

3.5. y =tan“x — cOtX“. 3.6. ƒŒ) = T-ain tại / 

1 10 2x? +x+I 
37. y=vx+-—=+0,1x!9, 3.8. y=“————- 

x 7 x—x+l 
3.9. ø(Ø) “He 3.10. y= (1+ 3x + 5x2'. 
3.11.y=(3-—sinx). - 3.12. y = sin”3x + : 
. coS x 

3.13. y =x/1 + 2tan x. s. 3.14. y = cotV1 + x2. 


3.15. y = \x+Vx+xz. 


3.16. Cho ƒ+) = 5x” — 16/x +7. Tính ƒ(1), ƒ'), /š] 


3.17. Giải phương trình ƒ'(z) = 0, biết rằng 


a)/G) = 3x + - S +5; 
-- 


sin3x 


b) /@G) = —a 


+ COSx — J[sn+ + =®) 


3.18. Giải các bất phương trình 


a)ƒ(œ)>0 với ƒ(x)= `. "`. +8x_—3; 


b)g@)<0 với ga) =2 SẺ, 
c) ø(đz) <0 'VỚI (@(x)= _ 
x“+] 
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3.19. Xác định m để bất phương trình sau nghiệm đúng với mọi x e R: 


3 
a)ƒ@)>0 — với ƒŒ)= TT—~ 3#” + mx =5; 
3 2 


1X _— 1 t(m+1)x—15. 


b) gœ)<0 VỚI @(%x)= _=m 2 


3.20. Chứng minh rằng ƒ'(z) = 0 Vx e R, nếu : 


a) +) = 3(sin'x + cosˆx) —2 (sinŠx + cos5x) : 


: . 4 . 4 
b) +) = cos5x + 2sinˆx cosˆx + 3sin“x cos1x + sin^x : 


c) fœ) = co|z — 3)» + B + coj¬ + sJ^ + H3 h 


d) ƒ&x) = cos” x + cos” # + ) + cos? # _ +] 


3.21. Tìm ƒ'{1), #2), #'3) nếu 
ƒ@)=(Œ~1)(@œ~ 2) (œ~—3)Ỷ. 


3.22. Tìm ƒ'(2) nếu 
ƒœ)= x sinœ — 2). 
3 2 
x” x 
3.23. Cho y =†+2 3x 


Với những giá trị nào của x thì : 
a)y(x)=0; b) y@œ) =-~2; c) y() = 10? 


Tìm đạo hàm của các hàm số sau (3.24 - 3.40) : 


3.24.y=a` + 5a )x?— x”. 3.25. y= &— a) (x— b). 

_ đx+b _ ni 2 3 
3.26. = Tp. 3.27.y=(x+1)(x+2⁄(x+3}. 
3.28. y = (xsinz + cos2) (xcosz—sinz). — 3.29.y=(1+ nx”) (1+ mở). 


202 


3.30. y= (1 -x)(1—x9ˆ(1- x?Ỷ. 


..... 
(1-x)1+x)°. 


3.34. y=xVvl+ +. 


3.32. y 


3.36. y = (2 — x2) COSX + 2xsInx. 


_ SỈIXT— XCOSX 
COSX + xsinxˆ 


3.38. y 


3.40. y = tan x — `. x+ + tạnŠ X. 


5 


§4. Vi phân 


_l+x-# 


3.31. y X 
l—-x+x 
— 2w/A— v3 
3.33. y1) 
q-x) 
3.35. y=————. 
qa ~x 


3.37.y= sin(cos7x) . cos(sin”x). 


x x 
3.39. y= tan _ cot. 


A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


Định nghĩa 


Cho hàm số y = fz) xác định trên (ø ; b) và có đạo hàm tại x e (2 ; b). Giả sử 


Ax là số gia của x sao cho x + Ax e (4; b). 


Tích ƒ(x)Ax (hay y'.A+x) được gọi là ví phán của hàm số ƒ(x) tại x, ứng với 


số gia Ar, kí hiệu là đƒ(x) hay đy. 


Ề*“ Chúý: Vì dx= Ax nên 


đy = đÑx) = ƒ (x)ảx. 
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Tìm vi phân của các hàm số 


4) y = SInx ~ xcOSX ; 


l 
b) y==—. 
x3 


Giải 
a) Ta có y'` = cOsx — COSX + xSInx = xsinx, 
dođó đy = (xsinx)dx. 


b)Vì y= _ nên ta có 
; x 


4.1. 
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đ(sm x) 
đ(cos x)_ 
Giải 
mm“. nn ốc. ) 
_€. BÀI TẬP 
Cho hàm số 


ƒ@)=x)— 2x+ L1. 
Hãy tính Aƒf(1), đƒ#(1) và so sánh chúng, nếu 


a) Ax=l; 
b)_ˆ Ax=0,1; 
c) — Ax=0,01. 


Tìm vi phân của các hàm số sau (4.2 -4.5) : 


1 x+2 
4.2. =—=. .3. = 
3 x2 43. > x-l 
l , tan 'x 
4.4. y= sin”x. 4.5. = 
arr 
(tan x) 
4.6. Tìm d(eotx)ˆ 


4.7. Chứng minh rằng vi phân đy và số gia Ay của hàm số y = øx + b trùng nhau. 


4.8. Chứng minh rằng với lxl rất bé so với ø > 0 (lxl < a) ta có 


\a?+xx a+<~ (a>0). 


2a 
Áp dụng công thức trên, hãy tính gần đúng các số sau : 


a) A146 ; b) A34 ; c) V120. - 


§5. Đạo hàm cốp hơi 


A. KIẾN THỨC CÂN NHỚ 
1. Định nghĩa 


Giả sử hàm số ƒ(x) có đạo hàm ƒ*(z). Nếu ƒ(z) cũng có đạo hàm thì ta gọi 
đạo hàm của nó là đạo hàm cấp hai của f(z) và kí hiệu là ƒ"(y) : 


_@}'=ƒ"'@). 


Ứ"œ))' =ƒ"œ) hoặc ƒ?@œ) 


Œ"”Đœ)'=/”G);n e Ñ* 
ở đây kí hiệu /”œ) = ƒ@) ; ")(@) là đạo hàm cấp n của hàm số ƒ(z). 


Tương tự 
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2. Ý nghĩa cơ học của đạo hàm cấp hai 


Đạo hàm cấp hai ƒ”() là gia tốc tức thời của chuyển động s = ƒŒ) tại thời 
điểm ¿. 


B. VÍ DỤ 


Tính y", biết rằng 


a)y= xV1+x7 ; 


b) y = tanx. 


Giải 


2 2 
a) y=Nl+x” + š c1” ; SUY Ta 


vXI+z2 XI+x? 


4xx x2 „0+2 
" VXl+ x? 


b = 
1+x? 


_ 4x + x?)— x(+ 2x?) 
(l+ x1 +x 
x(3+ 2x2) 


(1+zx2?1+x? 
¬ 


b)  y= 2— ;SuyTa 
COS“ x 


y"= (cosĩ *) _ 2c0Sxsinx 


cost * cosf * 


= Zsin x Ề “~+kn,k = } 


cos” * 2 


e Ví dụ 2 


__ Cho fúz) = (2x — 3)”. Tính ƒ"(3), ƒ"(3). 
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Giải 
Ta có ƒƑ'Œ) = 5.2 (2x — 3)! = 10 (2x - 3). 
ƒ"Œœ) = 80 (2x ~ 3)”; 
ƒ"%) =2. 240 (2x - 3) = 480 (2x ~ 3Ÿ. 


Từ đó ƒ"'@) = 80.3? = 2160 ; 
") = 480.3 = 4320. 


C. BÀI TẬP _ 


Tìm đạo hàm cấp hai của các hàm số sau (5.Ì _ 53.12): 


3|. y= sin5xcos2x. 5.2, y= — 
x“ứ+x-2 
: x x+I 
3.3. —. 5.4. }=——7: 
Š.Š. y= x sinx. 5.6. y= xVl+ 3. 
57. y=(l ~ x2)cosx. 3.8. y= 4x. 
x2 
3.9. y = sinx sin2x sin3x. 53.10. y = 1x 
5.11. y = xcos2x 3.12 y==- 
Bài tập ôn chương V 
1. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
_ 2_., _ sinvx - 
A)y=xCOt X ; b)y= cos3x 7 
c) y= (sin2x + 8)”; đ) y= (2# — 5)tanx. 
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2. Tìm đạo hàm của hàm số tại điểm đã chỉ ra : 


YXx+l 


= —: — #(0)=? 
a) +) JTTAI #@) 
b) y= (4x + 5Ÿ, y(0) =? 
c) ø(z) = sin4x cos4x, z3] =} 


3. Chứng minh rằng ƒ'(z) > 0 Vx e R, nếu 


a)/0) =2” -x9+2x?)T—3x? +6x—1; 


b) ƒ(z) = 2x + sinz. 
4. Xác định a để ƒ(z) >0 Vx e R, biết rằng 
ƒ@) =xÌ+ (a— 1x +2x+]. 
5. Xác định a để g(z) >0 Vx e R, biết rằng 
: : 1. 
ø@() = sinx — asIin2x — 3 sin3x + 2ax. 
6. Tìm hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = tanx tại điểm có hoành 


độ *o~ T 


7. Trên đường cong y = 4x - 6x + 3, hãy tìm điểm tại đó tiếp tuyến song 
song với đường thẳng y = 2z. 


8. Đồ thị hàm số y = gn 3x cắt trục hoành tại gốc toạ độ dưới một góc bao 
nhiêu độ (góc giữa trục hoành và tiếp tuyến của đồ thị tại giao điểm) ? 
9, Cho các hàm số 


ƒ@=xÌ+bx°+cx+d; (6) 


seŒœ) =x7— 3x — 1, 
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a) Xác định b, e, đ sao cho đồ thị (#) đi qua các điểm (1 ; 3), (—1 ; -3) và 


b) Viết phương trình tiếp tuyến của (9) tại điểm có hoành độ *ọ =1; 
c) Giải phương trình ƒ(sin?) = 3 ; 


đ) Giải phương trình ƒ ”(cos?) = ø (SIN?) ; 
- ._ ƒ "&in5z)+2 
Tì —————. 
©) Tìm giới hạn Hm n2 +3 


a 


10. Chứng minh rằng tiếp tuyến của hypebol y = " lập thành với các trục toạ 


độ một tam giác có điện tích không đổi. 


11. Chứng minh rằng nếu hàm số ƒ{z) có đạo hàm đến cấp ø thì 


[ƒ(ax + b)ƒ? = a" ft?) (ax + b). 


LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ CHƯƠNG V 


§1. 
1.1. a)y =3; b) y'= 2x; c)y=4-2x; 
3 | ¬ 
d)y'=————; '=————. 
& 23x +1 97 (x- 2# 
12. ƒ()=2. | 


1.3. 4H =0. 


1.4. ƒ(0) = + không có ƒ (1). 
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1.5. 


1.6. 
1.7. 


1.8. 


§2. 


2.1. 


2.2. 


2.3. 


2.4. 


- 2.5. 


2.6. 


2.7. 


2.8. 


2.9. 
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+ § + Ụ 
Ø\+) =—-z nên Ø(-2) = Ø(2) = ~2. 
X 
HD. Xem Ví dụ 3. 
HD. Xem Ví dụ 4. 


a) = x+S; 
4 ”2) 
b)y=9x+7; 


y = S532 — TỔ 2x + 2. 


y'=~273? + 0,4x — 0,14. 


-........ 
2 3 x' JxŠ- 


y=——=-— 
Jx +? 
y'=—16x” + 108x” — 162x — 2. 
— 11 
(x+4)2 
c— —X +4x+] 
œ-2Ÿ - 


y=2xz@ ` + DŠ@œ†+ 1D +6@2@œ?+1)@œ?+1)@?+ 0D 


+12x' @œ2+ 1) @ + 1U @! + 1. 


2 - 
y= Í* _ $] SxỈ“+ ` . 
x 2Nx” 


14. BT ĐS&GT 11 -B 


- 3 
¬. b =c b_ 2c 
2.19. ỷ -{a + x + 3] E + 3] 


Xx 
2 
2.11. y'= _ 3x -4:' 
2N\>x° -2x?+l 

112./x)==—: ƒ0)=-—= ST 

: x?-4' @œ?-4)2 
2.13. Bạn đọc tự chứng minh. 2.14. (—œ ; 0)t2(1; +©).. 
2.15. (—œ ; 0) Q2 (1; +e). 2.16. [—1; 0). 
2.17. —6 2.18 1 

.17. —6. d8. 2. 

1 3 

2.19. 2 2.20. 5- 


2.21. Vì S(z) = mrˆ nên #'(r) = 2zr là chu vi đường tròn. 


2.22. Vì V(R) = 2 RỂ nên V'(R) = 4mRŸ là diện tích mặt cầu. 


2.23. Vì V=z”h nên 
V'{) = x2 là diện tích đáy hình trụ ; 
V'Œ) = 21h là diện tích xung quanh của hình trụ. 


§3. 
2 
3.1. y'= _ 3n x 
2cos” xNtan" x 
lôn 2 _ sx] 
3.2. y'=——— 


cosĩ l§ — sx| 
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2 2 


2 . 
34, y'= 2x _ Sinx 
x 
.%* 
ng + ] 
3.4. y'=_—-————. 
(x+1 
2sinx 2x 
3.5. y'= ——. 
cos”x  sin“x? 
—sin/(1 — sin/) + coS” / | „ TL 
3.6. ƒŒ)=—————————= ——; Do đó H = 2. 
(1— sin?)Ÿ I~sinr. 6 
1 1 9 
3.7. y'=—_-——=+X. 
2x 2xx 
2 
3.8. y'= _. 
(x“-x+]) 
, COS Ø — SinØ@ — Ï 
4.9. c(ø)= Cosý Mnứ@ _' 


(1- cosø)Ÿ 
3.10. y'=4(1 + 3x + 5xÐŸ (3 + 10x). 


3.11. y'=—3(3 — sinx)” cosx. 


3.12. y'= 3sin6x + 2, 
COS” x 
3.13. y'= —_ _, 
v1 + 2tan x.cos? x 
3.14. y = — —. 
Xi+ x sin? V1 . 


1 1 1 
3.15.y'= ———— | l+ -—l + mÌ 
TT 2jx+x 2x 
3.16. ƒ(1) = 2, 4) = 36, /{š) = _T, 
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3.17.a) (+2,+4). 


7U 7U 7U 
b) VD tim g th: ke2i, 


3.18.a) x< 1,x>2. 


b) Vô nghiệm. 


3.19. a) m > 3. 


3.20. Cách 1. Chứng minh các biếu thức đã cho không phụ thuộc vào x. 
Từ đó suy ra ƒ'(z) = 0. 


a)ƒfz)= 1! >ƒŒ@) =0; 
b)f#)=1—=ŒG) =0; 
©)/@) = 2(V2 - J6) =ƒ@) =0: 
9/0) = Š =/'Œ) =0. 
Cách 2. Lấy đạo hàm của f(zx) rồi chứng minh rằng ƒ'(x) = 0. 
3.21. —§ ; 0; 0. 
3.22. 4. 
3.23.y =x⁄ +x-2 
a)—2; 1. 
b)—1; 0. 
c) -4; 3. 
3.24.y= 10a)x — 5+”. 
3.25. y'= 2x - (a+ Ð). 
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3.26. y'= 


a+b. 
3.27. y'= 2œ +2) +3)” (3x) + 11x + 9). 


xsIn2ø + cos2ø. 


3.28. y 


3.29, y'= mmị x”! +xPPÌ + (m + nụ m1], 


3.30. y'=—(1 - x}” (1 — x2 (1T xÖ (1 + 6x + 15x” + 14x”). 


3.31. y'= _H- 
(I—-x+x') 
—_ 2 
3.32. I-xtá4x (xl # 1). 


¬ (1-x)+x)f 


_ l12-6x -6x? +2xÌ+5x⁄'-3x) 


3.33. y' 3 (x# 1). 
q—*) 
1+2x7 
3.34. y'=- : 
I+xˆ 
_- 
3.35. y'=————————  (lrl < lal). 
(a2 - x2) J„2 _ x? 
3.36. y' = x”sinx. 
3.37. y' = —sin2x.. cos(cos2x). 
2 
338. y'=——————D. 
(cos x + xsin x) 
2 
3.39. y =— (x # kn, k e 2). 
Sin“ x 


3.40. y'= 1 + tanSx Ề #(2k+ D2. e z] 
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§4. 


4.1. 


4.2. 


4.3. 


4.4. 


4.5, 


4.6. 


4.7. 


4.8. 


Af(1) = Ax + 3(Ax)” + (A*), 
đ#1) = Ax. 

a) Aƒ() =5 >đƒ() =1. 

b) AƒZđ)=0,131> đ@) =0,1. 


-e) A#) = 0,010301 > đ&1) = 0,01. 


đy = (sin2x)dx. 


24x - sin[2Jx lờ 
4x4x cos *x 


đy= 


-tan^x Ề z kz,k = z) 


_Œœ-1) 


y=ax+b— y =a Và đy = đẩx = qAYx; 


Ay = a(x + Ax) +b~ 
Ay, 


_ Đặt y(+x) = Nhu + x, ta có y(x) = 


Vậy dy= 


Từ đó 


Ay = y@œ) - y(0) y(0)x = V4” +x ~a ta_x 


Áp dụng : 
a) 12,08; 


b) 5,83; 


[ax + b] = aA+. 


1 
2Na?+x. 


c) 10,95. 
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§5. 


5Š.|. y= sin5x cos2x= h [sin7x + sin3x] 


=y"= ~5.(49sin 7x + 9sin3x). 


2x+l | | 
‹2. y=————= , do đó 
Siếc 7 x°+x-2 x=1 x+2 ~ 


y"=2|—L—+—k—~ 
(x-UẺˆ Œœ&+2#[ 

x | | 1 
—=.h 
—> yv=. x=““... 

2lœwx+1!J“ Œœ&-9? 


— n— ] + 
ỷ (x+1JẺ (œx-1J 


5.4. y== 


5.5. y'=(2- x?)sinx + 4xcoOSs x. 
y 


3 
S6. v" 2x +3x 


y'=—————=. 
(+x2N1+x? 


5.7, y”= (x — 3)cos x + 4xsin x. 


5.8. y"=-——— 


1. : 
5.9. y= xsin2x + 49m4+ — -sin6x: 


y" = —sin2x — 4sin4x + 9sin6x. 
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l 


5.10. y=-x~l+——; 


1I-x` 
yh{—2 
qd-x` 


5,11. y" = -4sin2x — 4xcos2x. 


5.12. y"= 


ANlx5 


Bài tập ôn chương V 


1. 


3) cotÊx - 2xcoSx . 

sin” x 

cosxx cos3x + 6^Íx sin2/x sin 3x 
b) ——————_T=.2¬a  —" 

2Nx cos? 3x 
c) 6cos2x (sin2x + LẦN h 
3 — 
đ) 6x” tan x + z 2 S 
COS“ x 

a) š : b) 40; c) —2. 
a) +) = 6@Š =x`+x”—x+ 1) 


_..2[6_ 3,1 2 XÃ” 
=6x“ |x x+. +3x +ó|— x+l 


2 2 
= 6x7 - +3x? +6 Z_1 >0,VxreR. 
2 2 
b) ƒ#z) = 2 + cosz >0, Vx e R. 
ƑŒ) = 3x2 + 2(a— 1)x+ 2. 


A'=(a—1)°—6= a?—2a—5. Ta phải có 
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A'<0€Ằ a?-2a-5<0 1—v6<a<1+x6. 


Vậy ƒ(z+) > 0 với mọi x e R nếu 1—46<a<1+46. 


Š.  ø(x) =cOSxT— 24cOS2x — coS3x + 2đ 

-..2 . . 

= 4asin“x + 2sinxsin2x 
2 ._2 

= 4asin“x + 4sIn“xcosx 

2 
= 4sin“x (đ + cosx). 
xua “ ` ¬-- Ko sa 
Rõ ràng với đ > 1 thì a + cosx > Ô và sin“x > 0 với mọi x e R 


nên với đ > 1 thì ø(x) > 0, Vx e R. 


9. a)c=2,b=-1,d=l1 
=ƒ@=xÌ-x°+2x+ 1; 
b) /'@) = 3xÌ—2x+2=ƒ)=3. 
Phương trình tiếp tuyến tại Ä⁄(1 ; 3) là 
y—=3=3(x-— 1) hay y=3x. 
c) ƒ'(sin?) = 3sin”? — 2sin/ + 2. 


ƒ'(sin?) =3 © 3sinŸ - 2sin - 1 = 0 


t— 2 + k2 
sin/ = Ì 
- 1 
© |. IS©|!= ) + k2m 
SInf =—~ 3 


3 
f =Tt— ) + k2mr (k e 2). 
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d) ƒ 'Œ)=6x- 2 — ƒ'(cos?) = 6cos/ — 2 ; 


gŒ) = 2x - 3 > g(sin/) = 2sin/ - 3. 


Vậy Ốcos/ — 2 = 2sin/ — 3 


© 2sin/—- 6cos/ = | 


©  sin-3cos/= -- Đặt tanø = 3, ta được 


sinŒứ — Ø) = 2.c0s0= . Suy ra 


ị = @+ arcsin ø + k2m 


† =Tt+@-— arcsinø + k2m (k e Z'). 


e) im ( Gin52) +2 — 6sin5z 
z0 ø (sin3z)+3 ˆ ;-›02sin3z 
sin5z 
=5lim_—5Z_ = 
z—0 Sin3z 
3z 
2 2 
a ' a 
10. y= ——y(@q)= —: 
* , *0 


Phương trình tiếp tuyến tại (xo ; yọ) là 


a 2 
y-—=~-;(-~*ọ) 
*o *0 
a7x 247 
—. = ——> + —— 
*0 *o 


Suy ra diện tích tam giác O4 là 


1 
; 


2a? 


*o 


Š= .2|xạ| = 2a? = const. 


11. HD : Chứng minh bằng quy nạp. 
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ÔN TẬP CUỐI NĂM 
Chứng minh các hệ thức sau : 
. : 14 : 8 
a) sinø + s4 + | + sn|ø _ "| =0; 


x-.... đăng * 
1+cos4a`l+ cos2a - 2 Ẻ 


©) (cosa — cosb)ˆ — (sina — sinb)” =-4sin “— b 


COS(đ +) ; 


d) sin (459 +øa)— sin” (30 — ø) — sin15°“cos(15” + 2ø) = sin2z. 
Biến đổi thành tích 


a) l+cos ễ +3z — sIn Šm— 3ø + eo LỔm + 3g ; 
2 2 2 


b) cos 7ø — cos8ø - cos9ø + cosl0ø _ 
sin7øœ — sin8ø — sin9ø + sinl0ø ` 

c) —cos5a cos4a — cos4a cos3a + 2cos72a cosa. 

Giả sử A, B, C là ba góc của tam giác ABC, chứng minh rằng : 

sinC 


cos Acos 8 = tan A + tan; 
b) sinA +sinB + sin CC = 4cos Âcos ỞcosÉ : 
2 2 2 
e) sin Á + sin B +sinC - cot Âcot. 
sinA+sinB-sinC  ˆ 2ˆ 2' 


Cho hàm số y = sin4x. 
a) Chứng minh rằng sin4(x + k2) =sin4x với k e Z. 
Từ đó vẽ đồ thị của các hàm số 
y=sin4x ; - (C¡) 
y=sin4x +1. (C¿) 
b) Xác định giá trị của m để phương trình 
sin4x + Ì = m (1) 
— Có nghiệm ; 
— Vô nghiệm. 


c) Viết phương trình tiếp tuyến của (C¿) tại điểm có hoành độ xạ = 5 


Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 


v = sin” x + 4sin xcos x— 3cos” x + l. 
Cho hàm số 
tan x + sin x 
=—. C 
ƒŒœ=— (C) 


a) Tìm tập xác định của hàm số đã cho. 
b) Xét tính chắn, lẻ của hàm số. 


x ¬ , tanx+sinx „ 
c) Biến đổi biểu thức _ thành tích. 
x 


1 


d) Chứng tỏ rằng điểm [ 3 


?) thuộc (C). 
2 
Giải các phương trình 


¬.. 
2 2° 


b) 3sin5x — 2cos5x = 3 ; 


a) sin2x = cost 


c) co[5 + sx| + sinx = 2cos3x ; 


đ) sin2z + cos2z = 42sin 3z. 
Giải các phương trình 


a) coS2x + cos72x — cos73x — cos 4x = 0 ; 
2. 
b) cos4x cos( + 2x) — sin2x cos Ẹ — tx) = Sạn 4x; 


c) tan(120` + 3x) — tan(140° — x) = 2sin(80° + 2x) ; 
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X_.. 2x, x - x x *x 
đ) tan” 2 + sin” tan + cos” -.cot + cotŸ 2 +sinx =4; 


sin2/ + 2cos” / =Ì 
COSf — cOs3/ + sin 3/ — sin/ 


©) 


= COSí. 


9. Giải các phương trình 


-a) cos(22P — /) cos(82 — /) + cos(112” — ?) cos(1727 — ?) = 6i + C087) ; 
b) sinŒ +45 — sinŒ — 30) — sin15” cos(2 + 15°) = 2 sin6t ; 


€) sinŸ2x + cos°2x -1L ; 
128 


đ) 14cos” x +1 + \4sin? x+ 3 =4; 


e) tan(7cos/) = cot(sin?). 
10. Có bao nhiêu số gồm tám chữ số, trong đó có đúng hai chữ số 2 ? 


11. Một tổ có 10 học sinh trong đó có An, Bình, Chi, Dung và Hương. Có bao 
nhiêu cách xếp 10 bạn đó vào 10 ghế sắp thành hàng ngang sao cho An, 
Bình ngồi cạnh nhau và Chi, Dung, Hương cũng ngồi cạnh nhau ? : 


12. Một trăm tấm thẻ như nhau được đánh số từ I đến 100. Lấy ngẫu nhiên 
một thẻ. 
Kí hiệu A và Ö là các biến cố 
A : "Thẻ được lấy ghi số chia hết cho 3", 
B:”" Thẻ được lấy ghi số chia hết cho 5”. 

- a) Tính P(A), P(P); 

b) A và ð có độc lập không, vì sao ? 
c) Cũng hỏi như trên nhưng số thẻ là 105 và được đánh số từ 1 đến 105. 

13. Có hai hộp chứa bi. Hộp thứ nhất chứa 1 bi đỏ và 2 bi xanh, hộp thứ hai 


chứa 2 bị đỏ và 1 bị xanh. Từ mỗi hộp lấy ngẫu nhiên 1 bi. Tính xác xuất 
sao cho 2 bi lấy ra cùng màu. 


14. Tìm cấp số cộng đi, đ¿, 4x, đ¿, 4s, biết rằng 


đị +đa + as = —]2 và a¡asas = 80. 
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l5. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Viết ba số hạng đầu của một cấp số cộng, biết rằng tổng n số hạng đầu tiên 
của cấp số này là 


Sn= An” -3n.- 
Giải phương trình 


1 2 " 7 
—+x+x +..+x* +..=~, 
x* 2 


trong đó lxl < 1. 


Tìm số hạng thứ nhất z¡ và công bội ạ của một cấp số nhân (z„), biết rằng 


đạ— d¿=—ÏÌ— Và đdẹ~ đạ= ——. 


32 
Chứng minh rằng ba số hạng đầu của tổng 


43+1 1 1 


—=——+—>=+_—+... 
43-1 3-43 6 


lập thành một cấp số nhân và tính tổng trên với giả thiết rằng các số hạng 
tiếp theo được tạo thành theo quy luật của cấp số nhân đó. 


Trong các bài tập 19, 20, hấy tính giới hạn lim x„. 


r >+œ 


vn ` 3h. „3 

A) X„ =—————~ ;, b) x„=Xl+”m —h"m; 
X VJn+1+n 7 

©) x, = nÈ[n = sln + 1Ì ¡ đ) x„ =ÄÍn?°—n°+n; 


Vn? +1+ vn b)x .- 
.b) x„ = 5 J 


3) X„=—=———— P 


n › 
Jủn°+n—n 


21. Xét tính bị chặn của các dãy số với số hạng tổng quát sau : 


s„ 2 
a) X„ = ; n 


——— =(-1#⁄" vi ; 
— b) y„ =(Cl) x1? 


C) Z„ = HCOS/T. 
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22. Chứng minh rằng dãy số sau đây tăng và bị chặn trên : 


| | | | | | 


Xi=—. x;= + , = +——+—...., 
sài 2 5+1 sài 3 5+1 521 5+1 
X„= : + : +... + : 
"  5+l 52+] s"+1” 
23. Tính các giới hạn 
5 3 2_qy_ 
a) lim ST 12+, b) lim Ễ _¬ 9x 2, 
x>13x?)+x +] x>2 x -x—6 
2_ 
e) lim x+] : d) lim V2 +54 + 4z 3 


x>~l 6x? +3 +3x x0 x 
3/10— x—2 .. Xx+B-N8x+Ì 


e) lim ——————— ; f) lim 


x2 X2 x¬1A/5— x =AJJx—3. 


24. Tính các giới hạn 


3 2 
a) lim lý sả] : b) lim [s7 ¬. 


x+œ 3x2T—4 3x+2 x->+eo 


. 2 _ AT _ . . 2x1+3- 
"¬- . "..—. 


e) lim 2x +3 
x>—= 4x+ 2 ' 


25. Tính các giới hạn 


Sinx — sinz 


a) lim —————— ; b) lim( - x)tan" h 
xa x- xo] _. 2 
, 2 , — —.., 
e) lim sản x+sinx-Í . đ) li tan x = 
x¬. 2sIn“ x— 3sinx + Ì x>0_ sin x 


224 


26. Tính đạo hàm của các hàm số sau : 


— „2 — v2WwA_ x3 7 
a)y=1 t2 T; b) y= xẻ *), 
l—-x+x q—-*) 

C) y= coS2x — 2s§inx ; | d)y= —° h 
2sin“ x 
- cos2 Ãtan  - — ch _* 
©) y=COS 3IAN ; Ð y sn|2x 3 
27. Cho hàm số z 


. 1 ¿ 
x7 sin— , nếu x 0Ö 
ƒ() = * 


Ả , Tiếu x =0, 


Xác định A để #+) liên tục tại x = 0. Với giá trị A tìm được, hàm số có đạo 
hàm tại x = 0 không ? 


LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ ÔN TẬP CUỐI NĂM 


" : 14 : § 
1. a) sinz + sin đ+-—T7 +sin ư—~2T = 


. . [ TỊ . [ TỊ 
= sinø + sin ư+~— +sin ư—= 


. . 2m 
= siInø + 2sinz Mucš =0, 


sin4a cos22  _ 2sin2a cos? 2a 
l+cos4a 1+ cos2a 


b) 


2cos? 2a.2cos” a 


2sinacosa 3m 
=———>—~ tana = cot| ——~ 4|. 
2cos“ a 2 
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c) (COSđ — cosb)? — (sina — sinb) = 


_ „..2,+b. ;a— — +b_. ;a-b 

= 4sin 2 sin 2 4cos 2 sin 2 

= 4sin? . 5 “án? #22 - cosĩ , 5 ˆ] 

= 4sin =xÍ - 2cos” tr) = -4sin2Z —P cos(a + b), 


d) sin”(45° + ø) — sin”(30° — ø) — sin15° cos(15° + 22) = 


= [sin (45° + 2) + sin (307 — )] [sin (45” + 2) — sin (30— ø)] — sin 15” cos (15” + 22) 


759 159 „ T5 Q 15 o 
= 2sin-— 5 eo| tỂ¿ 2 ø 2s 2 nlỆ 5 x2] sin 15? cos(15” + 2ø) 


= sin 75” sin(15” + 2ø) — cos75” cos(15” + 2ø) 


= -cos(90° + 2ø) = cos (90 — 2ø) = sin2ø. 


7 , | 3 5 
2.a) l+ co|[5 + 4z) _ sn| ân — áz) + co[Tm + s2) 
= 1 — sin3ø + cos3ø — tan3ø 
_ C0S3Ø@ — sin3#cos3ø + cos” 3ø — sin3ø 
5 cos3ø 


_ (cos3ø - sin32)(l + cos3#) 
5 cos 3 


. (71 › 3ø 23đ.. [T1 
Ñj TS— 2 ` 2/2 bảnh —— 
- 2sn| 1 ám) cos 2 - cos 2 sn[ 1 ám) 


cos3œ s cos3œ 
cOs 7# — cos8ø — cos9ø + coslÚœ _ 2sin8zsinø - 2sin9øsinø 


b) sin 7ø — sin8# - sin9øz +sinl0œ — 2cos8øzsinø + 2cos0zsinø 
2 l7a.. a 
sin8øœ —-sin9ø _ -“£05—2-šH>- 17a 
=—————=_——=—==(cot—_. 
cos 9z — cos8ø# . l7... ø 2 
~2sIn——sin—- 
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€) —cos5đ cos4a — cos4a cos3a + 2cos” 24 cosa 
= — COS42 (cos5a + cos34) + 2co$72a cosa 
= — 2cos4a cos4a cosz + 2cos”2ø cosa 
= 2co0Sđ (cos?2a — cos?4a) 
= 2cosa (cos2a + cos44) (cos2a — cos4a) 
= 2coSđ.. 2cos32 cosz. 2sin32 sina 


= 2cosađ sin22 sin6a. 
a) HD : Thay sinC = sin (A + Ö). 


b) sinA + sinB + sinC = 2sin 2S l ggy” 5 sử + 2sin cos> 

= Đán” cm. Đo 

5 21 2- 2 

A B C 

= 4CO§CO§--€OS--. () 

c) Chứng minh tương tự câu b) ta có 
: : : ..A., BC 
sinA + sinB — sinC = 4sin-sincos. (2) 


Từ (1) và (2) suy ra điều phải chứng minh. 

a) Ta có. sin4(x + k2) =sin(4x+2km) = sin4x với k e Z. Từ đó suy ra 
hàm số y = sin4x là hàm số tuần hoàn với chu kì n 
Vì hàm số y = sin4x là hàm số lẻ nên đồ thị của nó có tâm đối xứng là gốc 
toa độ Ó. 


Các hàm số y = sin4x (C¡) và y = sin4x +1 (C¿) có đồ thị như trên hình 1 
và hình 2. 


Hình 1. Đồ thị hàm số y = sin4x 


P.2 


Hình 2. Đồ thị hàm số y = sin 4x + I 


b) Vì sin4x + = m © sin4x = m— ] 
và —1<sin4x <] 
nên —l<m_-]<Sl 
= 0<m<2. 
Từ đó, phương trình (1) có nghiệm khi 0 < m <2 và vô nghiệm khi m > 2 
hoặc zm < 0. 
c) Phương trình tiếp tuyến của (C;) có dạng 
y—o = yŒạ)(% — %o). 


VỚI xạ= 2y tà có Jụ =Sine+l= ¡ 


y(z)=4cos4x > y (xạ) = Ácosẽ = 2x3. 


Vậy phương trình tiếp tuyến là 
3 m = 3 
_-== —_— =2 _ + 
y 2 zñ[› 2) ©® Ỳ 43x-— + 2" 


5. Tacó y "¬... 


= 2sin2x—2cos2x = 2{8in|2: -Š] 


Do đó GTLN của hàm số là 242, đạt được khi sn|2x =5] =] hay 


T_ TL + 1à ra: — : 
2x=x=31†k2n tức là khi x= § +kn;kece Z2. 
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GTNN của hàm số là -242, đạt được khi sin(2x =2) = = hay 


1 7 7 
2x-—~=-—— fc là khi x=—— . 
* 2 2+ 2m, tức là khi x gIkN;& c2. 


a) Vì tanx xác định với x # 2 +7 và cotx xác định với x # kx (k e Z2) nên 


tập xác định của hàm số đã cho là 
D=R\ |5 :k£ZÌ, 


-b)Vìixe De -xeDvà 


__ tanx)+sin(x)  -tanx-sinx _ 
ƒ{3)= cot(—*) s —COt x = /œ) 
nên hàm số là chắẵn trên D = IR\ tậu e z). 
.. 7t 
. _€) Ta có, với x#k2› 
tan x + sinx _ - 2 


X 
= tan x(tan x + sin x) = tan” x({l+ cos+z) = 2tan? x.cos? —. 
COI x 2 


d) Ta có / } ị 2[en 3Ì (s;] = 232 $] = 


2Ìx© 


Do đó điểm § t3) thuộc (€). 
3'2 
Trong các công thức nghiệm dưới đây (BT 7, 8, 9), k là số nguyên. 
3) X2 + ÂN ï x= c+ k2: x= tiên 
2 2k 
"...... = arctan5 + “—: 


» 


7t 7t 
= —) = (4k —1)—- 
c)x (2k+ D2 * ( 2 


~.* 


71 71 
d)z= (8k +lÙ)— = (8k + 3)—- 
)Zz=( P Zz=( lo 
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TL 
A)x= —; x=—. 
) 2 


b)x= @k + 1) 7 ; x=cI#tl5.*£ 
c) x = =40° + k60°. 


đ)x= (4k + » ,x=(1) 


arcsin : + kĩ. 


FIf 
) r=(Ak + L7. 


a)  = k360° ;  = (4k + 1)907. 
b)/= k90° ; ¡=+157 + k90°. 


' T1 
c)x= (3k + 1)—. 
)x=( kP 


10. 
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d)x=+~ +Én. 


e)/= 


+>ị[a 


+ arocosÝ + kĩ 


a) Giả sử chữ số 2 đứng đầu. Khi đó, chữ số 2 kia sẽ được xếp vào một 
trong bảy chỗ còn lại. Có 7 cách. Khi đã xếp xong hai chữ số 2, còn 6 chỗ, 
ta xếp 9 chữ số khác 2 vào 6 chỗ đó. Ta có 9 cách. Theo quy tắc nhân, có 


7.9 số gồm 8 chữ số mà chữ số 2 đứng đầu. 


b) Chữ số 2 không đứng đầu. Khi đó, trong 8 chữ số khác không và khác 2, 
ta chọn một chữ số để xếp vào vị trí đầu. Có 8 cách. 


Chọn hai chỗ trong bảy chỗ để xếp chữ số 2. Có C? cách. 
Xếp chín chữ số (khác 2) vào năm vị trí còn lại, có 9” cách. 
Theo quy tắc nhân, có 8.C7.97 số mà chữ số 2 không đứng đầu. 


Theo quy tắc cộng, số các số có 8 chữ số mà có đúng hai chữ số 2 là 


7.9” + 8. C7.9” = 13 640 319. 


11. Đầu tiên ta chỉ dùng 7 ghế và xếp An, Chi và 5 bạn không thuộc nhóm An, 
Chi vào 7 ghế. Ta có 7! cách xếp. Sau đó xếp Bình ngồi cạnh An. Có 2! 
cách. Cuối cùng xếp Chi, Hương ngồi cùng nhóm với Dung. Ta có 3! cách. 
Theo quy tắc nhân, có 7! 2! 3! = 60 480 cách.. 


12. Không gian mẫu © = {1, 2,..., 100). 


=({3,6,9,..., 99}, n(A) = 33. 
= {5, 10,..., 100), nŒ) = 


„ 20 
P(A › FỤ) = 1n 
â) (A)= Œ) 100 


b) 1225-05 30, 45, 60, 75, 90} ; 
| P(A ¬B)= tủ + P(A). P(). 


Vậy A và B không độc lập. 
— Nếu có 105 thẻ thì xét tương tự, ta có : 


5. _1. 
m(A) = 35, P(A) = TH: ; 
TT 
n(B) = 21, P(B) = vs _. 
n(A © B) = 7 
1L _ 
P(A ¬B)= T05 =1s= P) . PW). 


Vậy A và ðB độc lập. 


13. Kí hiệu A, là biến cố "Bi lấy từ hộp thứ ¿ màu đỏ”, ¿ = 1, 2. Biến cố cần tìm 
xác suất là A = Á¡4; t2 Ai4¿. 


Do 4; và 4; độc lập nên 


P(A) = P(A.A;) + P(A,A;) 


=_P(A,)P(A,) + P(Ai)P(A2) 
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14. Kí hiệu công sai là đ, ta có 
đi + đạ + as = —l2 ai + 2d = —4 
` . 
' địađäs = 80 đị (2 + 2đ4Xøn + 44) = 80 
16(đ + 2)(ä - 2) = 80. 
Giải ra ta được đ = +3. 


Các cấp số cộng phải tìm là 


2,—1, 4, =7, ... 
và 10, ~7, ~4, —1, :.. 
15. Ta có S.=w„=4.17-3.1=1 
và Lm + ứ ~ Đáh =á4n? 3n 
2 
_—®=+(~ 1đ] = 2(4n — 3) = 4= 8. 
- Từ đó Mị =],mạ=9,ua = 11. 


16. Vì lxl < 1 nên với ị = x, q = x ta có 


S=- < =xy+x?2+..+x"+..=— —. 
l-q l—x 
Do đó 
—+x+zx2+..+x+ "5... 
* 2 
el+-h =2 
x lI—x. 2 


xT-x+l 7 


x4-x) 2 
Giải ra ta được xị = : Xa = - 
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17. Ta có hệ phương trình 


3 45 
MiLi —#4=—as 
45 
aụg điq 512' 
` 2 1 1 
Từ đó rútra 4 =Tg =1 
n 1 .. 
Với q= — thìai=6; 
4 


18. Ta có 


2 


2 
1 | 1 
X 1) 62-3) 6 
Vậy 3 số hạng đầu lập thành cấp số nhân với công bội là 


!72-vãs M-I1 vaQW3-D V3+l 3+3 


Rõ ràng lại < 1, nên tổng vô hạn trên là 


“ấn tr) 


> S=3+42. 
NT 1 1 
19. a X„; =——————-=_—-—— ÌlÌmnx, =_—. 
3) , *n+1+Ÿn n+1 "2 
- h 
1 
b) x.=ÄSll+nẰ-n=-—————————- 
' 4 +} +nÑI1 + n +” 


=> limxz„=0. 
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II 
| 
Bà 


| | 
n,H+—+ai— 
20.4) — x “mm. b 
n Ñn?+m—n d+z-1 
Ẳ mm 
" 


— lin Xhụ = 1.(—2) = —2. 


21. a) Dãy (x„) bị chặn vì 


2 
0< _ < 5 VỚI mỌI ứ ; 
n+3 
b) Dãy (y„) bị chặn vì 
2n 2n 
— |( 1w? “` , : 
II = | Đ | TT-lsinnl<<T<2; 


c) Dãy (z„) không bị chặn vì 
|z„| = lncoswnrl = n. 
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Ị 
+ —— 
ml +Í 


Mặt khác, dấy số này bị chặn trên vì 


>#* 


22. Dãy số {x„} tăng vì x„,¡ = X„ n 


I1 
X„= : Ị l 1 ¬.~ + 3 g"]l - 
"5+1 52+] “1, 5 5# 5 am T1 : 
5 
= 1l1--} <1 vái mọi 
=1 mm Ầ 1 mỌI ø. 
23.a)4 
._ x +3x2-0x—2 (x—2)(x? + 5x+1) 
b) im ————————— = lim-——>———ˆ 
x?>2  x -x-=6 x>2(x— 2x“ + 2x +3) 
_ x +5x+l lỗ 
= lm————————=_. 
x>2x2+2x+3 11 
vvi Œ+Ð| 6£ +3 =3 
c) lim -——————— = lim ———_———_——Ï 
xO-l\j6x?+3+3x x1 3-3x7 
- lạ V6x +3 -3x D_¿ 
“xe 3l—x) ` 
| 2— 2 
đ) lim 9+S5x+4x 3 — lim 5x+4x : 
x0 “ “0 N9 + 5x + 42 +3), 
. 5+4x — 5 
= lm-======—==———=. 
xÐ04l0+5x+ 4x2 +3 
, Ä10—- x—2 . 2—x 
e) lim ——————= lim————_==————————— 
xo2 1 f*2(x=2)|fft0 - x)? + 2810 = x + 4] 
1 1 


= -lim 


x32 8lqd0—x)? +2Ÿl0-x+4 l2 
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Í>x+8-J§y+1 — mạ đ= 5(|5= x+ Jx — 3) 


? lim—————=—— = lim——————_—— 
x>l\W5-x—N7x-3 x¬1 8d — x)(Jx + 8 + V8x + 1] 
7. J5-x+A7x-3 7 
= =lim === 
8zoIlJx+8+V8x+l 12 
: 3 2 3 2 
24a) lim |—T—->^>|= Im——  — 
xo*+e|l3x2—4_ 3x+2 x>+©9x” +6x“ - 12x —-8 
2.4 2 
= lim 3 =— 
x»+a 6 12 8 9 
PT. 
vn: * 
b) lim | 922 +1 — 3x) = lim —————— =0. 
xo+e x>+“©AlQx? +1 +3x 
c) 2x) =3 — 5x] = lim m-.. 
x—œ l x——œ 
2 x,J2+ 2 
d7 im Y2 t2_— gm _2 


* 2+2 
. 2x2 +3 , x 42 
e©) lim —_—————= lim ——————— --—-—.. 
x|4+— 
; ; cos“Š sinŠ—^ 
25. a) lim SH SUˆ _lm 2 2= cOS đ. 
xa + xa xa 
2 


b) Đặt I — x =7 ( — 0 khi x — l), ta có 


lim(1— x)tan-—ˆ = lim /tan(1 — /)~ 
2 x¬0 2 


xi 
n2 
. hi Dò 32gẹ 2 
= lim/cotzr = lim -^—* = E, 
TL Hi 
¡>0 0 tan -/ 
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tan x li sinx 1 


=]1. 


Ề* Chú ý. lim 
x0 x x0 xX  COSX 


1+43 


c) . 
5—3⁄3 
đ) lim ——- — lim —L- €95x 
x>0 sin x +0 sin“ xcosx 
2sin” lã 
= lim ——~.ư ^ = ¬ 
x9 4 sìn? 2 cos” 20x 
2q- 2x) 
12-6x—6x2 3 4_ A5 
b) V26 6x tái t3 củ (x z 1). 
q—*) 
c) —2cosx(l + sinz). 
đ) “ + COS” x 
2sin” x 
e) — sin “tan Š 
3 3 2" 
cos|2z — sJ 
lồ) “... . .=.. 


l 7 
sn|2x _ s) 


27.A =0. Khi đó ƒ(z) có đạo hàm tại x = 0. 
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Chương Ï. HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC — PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 


§1. 
§2. 
§3. 


§I. 
§2. 
§3. 
§4. 
§5. 


§1. 
§2. 


MỤC LỤC 


Hàm số lượng giác 

Phương trình lượng giác cơ bản 

Một số phương trình lượng giác thường gặp 
Bài tập ôn chương I 


Lời giải - Hướng dẫn - Đáp số chương I 


Chương II. TỔ HỢP - XÁC SUẤT 


Quy tắc đếm 

Hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp 

Nhị thức Niu-tơn 

Phép thử và biến cố 

Xác suất của biến cố 

Bài tập ôn chương II 

Lời giải - Hướng dẫn - Đáp số chương II 


Chương HII. DÃY SỐ — CẤP SỐ CỘNG VÀ CẤP SỐ NHÂN 


Phương pháp quy nạp toán học 
Dãy số 


Trang 


3 


87 
96 


| §3. Cấp số cộng 
§4. Cấp số nhân 
Bài tập ôn chương II 
Lời giải — Hướng dẫn —- Đáp số chương III 


Chương IV. GIỚI HẠN 


§1. Giới hạn của dãy số 
§2. Giới hạn của hàm số 
§3. Hàm số liên tục 
Bài tập ôn chương IV 
Lời giải — Hướng dẫn —- Đáp số chương IV 


Chương V. ĐẠO HÀM 


§1. Định nghĩa và ý nghĩa của đạo hàm 
§2. Các quy tắc tính đạo hàm 
§3. Đạo hàm của các hàm số lượng giác 
§4. Vi phân 
§5. Đạo hàm cấp hai 
Bài tập ôn chương V 
Lời giải - Hướng dẫn - Đáp số chương V 


Ôn tập cuối năm 


107 
114 
121 
124 


140 


140 
151 
160 
165 
170 


190 


190 
195 
199 
203 
205 
207 
209 
220 
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Chịu trách nhiệm xuất bản : 


Biên tập lần đầu - 
Biên tập tái bản : 
Biên tập kĩ thuật : 
Trình bày bìa : 
Sửa bản in : 


Chế bản - 
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Chủ tịch HĐQT kiêm Tổng Giám đốc NGÔ TRẦN ÁI 
Phó Tổng Giám đốc kiêm Tổng biên tập NGUYÊN QUÝ THAO 


NGUYÊN XUÂN BÌNH - NGUYỄN NGỌC TÚ . 

NGUYỄN XUÂN BÌNH 

NGUYÊN THANH THUÝ - TRẦN THANH HẰNG 

TRẦN THUÝ HẠNH. 

LÊ THỊ THANH HÀNG 

CÔNG TY CP THIẾT KẾ VÀ PHÁT HÀNH SÁCH GIÁO DỤC 


BÀI TẬP ĐẠI SỐ VÀ GIẢI TÍCH 11 
Mã số : CB103T1 


In 35.000 cuốn, khổ 17 x 24 cm. 

In tại Công ty TNHH MTV In Quảng Ninh. 

Số in: 2134. Số xuất bản: 01-201 1/CXB/B24-1235/GD. 
In xong và nộp lưu chiểu tháng 4 năm 2011. 


mịIB 


hú 


( =:6G/169. 

+“. —= : 
_— VƯƠNG MIỆN KIM CƯƠNG 
HUÂN CHƯƠNG HỒ CHÍ MINH CHẤT LƯỢNG QUỐC TẾ 


SÁCH BÀI TẬP LỚP 11 


1. BÀI TẬP ĐẠI SỐ VÀ GIẢI TÍCH 11 7. BÀI TẬP TIN HỌC 11 

2. BÀI TẬP HÌNH HỌC 11 8. BÀI TẬP NGỮ VĂN 11 (tập một, tập hai) 
3. BÀI TẬP VẬT LÍ 11 9. BÀI TẬP LỊCH SỬ 11 

4. BÀI TẬP HOÁ HỌC 11 10. BÀI TẬP TIẾNG ANH 11 

5. BÀI TẬP SINH HỌC 11 11. BÀI TẬP TIẾNG PHÁP 11 

6. BÀI TẬP ĐỊA LÍ 11 12. BÀI TẬP TIẾNG NGA 11 


SÁCH BÀI TẬP LỚP 11 - NÂNG CAO 


« BÀI TẬP ĐẠI SỐ VÀ GIẢI TÍCH 11 « BÀI TẬP HOÁ HỌC 11 
« BÀI TẬP HÌNH HỌC 11 „ BÀI TẬP NGỮ VĂN 11 (tập một, tập hai) 
« BÀI TẬP VẬT LÍ 11 « BÀI TẬP TIẾNG ANH 11 


Bạn đọc có thê mua sảch tại : 
e Các Công ty Sách - Thiết bị trường học ở các địa phương. 
e Công ty CP Đầu tư và Phát triển Giáo dục Hà Nội, I§7B Giảng Võ, TP. Hà Nội. : 
se Công ty CP Đầu tư và Phát triển Giáo dục Phương Nam, 23I Nguyễn Văn Cừ, Quận 5, TP. HCM. 
e Công ty CP Đầu tư và Phát triển Giáo dục Đà Nẵng, I5 Nguyễn Chí Thanh, TP. Đà Nẵng. 
hoặc các cửa hàng sách của Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam : 
— Tại TP. Hà Nội : 187 Giảng Võ ; 232 Tây Sơn ; 23 Tràng Tiên ; 
25 Hàn Thuyên : 32E Kim Mã ; 
I4 3 Nguyễn Khánh Toàn ; 67B Cửa Bắc. 
- Tại TP. Đà Năng : 78 Pasteur ; 247 Hải Phòng. 
~ Tại TP. Hỗ Chí Minh: 104 Mai Thị Lựu : 2A Định Tiên Hoàng, Quận Ï ; 
240 Trằn Bình Trọng : 23] Nguyễn Văn Cừ, Quận 5. 
~ Tại TP. Cần Thơ : §:5 Đường 304. 
— Tại Website bán sách trực tuyến : www.sach24.vn 


Website: www.nxbgd.vn 
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